Licence MMI. Module MA41.

Session de juin 2007. Durée 2 heures.

Les exercices sont indépendants et peuvent étre traités dans un ordre quelconque. L’usage de toute
calculatrice ou de tout document est interdit.

Exercice 1.

1. Donner le développement en série entiere de la fonction z — f(x) = Arctan(z). Quel est le
rayon de convergence de la série > a,x" obtenue?

2. Démontrer que la série entiére obtenue a la question 1 converge pour z = 1.

3. Démontrer que la série entiere obtenue a la question 1 converge uniformément sur [0,1]. On
indiquera précisément le critere utilisé.

o (=1)"
n=0 2n+1 "

4. Quelle est la somme de la série numérique

Exercice II. Soit A un nombre réel, non entier (A ¢ 7). Soit f la fonction 27 —périodique telle
que .
f(z) = e Va € [0, 2n|

1. Calclculer les coefficients de Fourier de f. La définition des coefficients de Fourier a,(f), b, (f)
et co(f) est rappelée a la fin de ’énoncé.

2. Montrer, en utilisant un théoreme du cours qu’on citera précisément, que la série suivante
converge pour tout x

co(f) + D _lan(f) cos(nz) +bu(f) sin(nz)],
k=1

et déterminer sa somme lorsque x € [0, 27].

3. En déduire la somme de la série numérique, si \ ¢ ZZ:
I = 2X
S=— —_—.

Exercice III. Soit 6 une nombre réel dans ]0, 27| (qui jouera le réle d’une constante dans tout
cet exercice).

1. Quelle est la somme f(z) de la série entiere suivante, pour tout z €] — 1, 1[7

flz) = a"sin((n+1)0)
0

On admettra que le rayon de convergence de cette série vaut 1.

2. Développer en série entiere la fonction F'(z) suivante, définie si x €] — 1, 1[:

F(x) = Arctan <m>

1—xcosb
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(Il y a un certain lien entre les fonctions F' et f.)

Rappel: définition des coefficients de Fourier.

anf) =2 [ f@)sintka)de be(f) = = [ f(x) sin(ka)da

™ Jo ™ Jo



Licence MMI. Module MA41.

Session de septembre 2007. Durée 2 heures.

Les exercices sont indépendants et peuvent étre traités dans un ordre quelconque. L’usage de toute
calculatrice ou de tout document est interdit.

Exercice 1.

On pose, pour tout = > 0 et pour tout entier n > 0,

T 1 1

up(z) = A no? et vn ()

T 1+nz 1+ (n+1)x

o
1. Démontrer que la série Z un () converge pour tout x > 0.

n=0

On posera dans toute la suite

Fl@) =" up(x) Vo >0

2. Combien vaut f(0)?

3. Pour tout a > 0, démontrer que

1

|[un ()] < )

Ve > a

4. Démontrer que f est continue sur |0, +oo[. On énoncera précisément les théorémes du cours
qu’on utilisera.

5. Démontrer que pour tout z > 0 et pour tout entier n > 0, on a:
= 1

2

o
6. Démontrer que la série Z vp () converge pour tout x > 0.
n=0

On posera dans toute la suite

g(x) = vn(x) Yo >0
n=0

7. Calculer g(x) pour tout > 0, (y compris z = 0). La fonction g est-elle continue sur [0, +oo[?

8. Calculer la différence u,(z) — v, (x) sous forme d’une fraction rationnelle.
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9. Montrer que

x? 1

<
(nx +1)2(nx+x+1) —

3 V>0 Vn>1

10. La fonction f — g est-elle continue sur [0, +oo[? Justifier votre réponse.
11. Déterminer les limites, quand = > 0 tend vers 0, de g(x), et de f(z) — g(x).

12. La fonction f est-elle continue sur [0, co[? Justifier votre réponse.

Exercice II.

Soit f la fonction 2wr—périodique telle que
flz)==z Vz € [0, 2n[

1. La fonction f est-elle C! par morceaux?

2. La fonction f est-elle continue sur IR?



Licence MMI. Module MA41.

Session de juin 2008. Durée 2 heures.

Les exercices sont indépendants et peuvent étre traités dans un ordre quelconque.

Exercice 1. Polynémes de Bernoulli. Le but de I’exercice est d’étudier les fonctions fi, ..., f4
définies pour x € IR par:

Z nSinnT o) = Z(_l)ncos;m

n=1 n
> sm nr > COsSnNx
0= ) = -1
n=1 n=1

et, en particulier, de montrer que ces fonctions sont égales & des polynomes sur Uintervalle | —7, +7/.

1. Montrer que les séries définissant fo(z), f3(x) et fi(x) convergent pour tout x réel, et que les
fonctions fs, f3 et fy sont continues sur IR. Il suffira de faire ces preuves pour fs, les autres étant
identiques.

2. Soit g une fonction 2w —périodique telle que:
g(x) == vV €]0, 27|

Calculer les coefficients de Fourier de g:

™ 1 ™
an(g) = / g(z) cosnx dx bn(g) = / g(z)sinnz dz n>1

—T —Tr

3. En appliquant a g un théoreme du cours qu’on précisera, en indiquant notamment la régularité
de la fonction g, montrer que la série de Fourier de g converge pour tout x réel, et déterminer sa
somme. En déduire que la série définissant fi(x) converge pour tout x réel, et calculer sa somme
pour tout x € [—m, +7].

4. En appliquant a g un théoreme du cours qu’on précisera, montrer que
= =—
—=mn 6

5. On admettra que, pour tout x €] — m, +7[, et pour tout n > 1, on a:

“ 1
(=1)*sin kx| <
; cos(5)
Démontrer que fy est dérivable sur | — 7, +7[, et que fi(z) = —f1(x) pour tout x €] — m, 4.
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6. Montrer que f3 est dérivable sur R et que fi(x) = fa(x) pour tout x réel. On admettra que f4
est dérivable sur IR et que fj(z) = —f3(z) pour tout z réel. (La preuve est identique).

7. Combien valent f1(0) et f3(0)? Quels sont les coefficients de Fourier de f; et de f47 Démontrer
que

’ fa(x)dz =0 ' fa(x)dz =0

On pourra se contenter de prouver la premiere égalité.

8. En se servant des questions 3 a 6, calculer fo(x) pour tout x € [—m, +m], puis f3(z), puis fi(z)
pour ces mémes valeurs. Sion n’a pas réussi la question 3, on admettra que fi(x) = —5 pour tout
x €] — m,+m[. Pourquoi les formules obtenues sont-elles valables aussi pour z = 7 et x = —7?

9. En donnant & x des valeurs particulieres dans [—m, +7], calculer les sommes des séries:

=31 5=y U
22 2o (2p+ 1)

Exercice II. On cherche une solution de ’équation différentielle
(E) (1 + 22" (z) + 220’ (z) — 2u(x) = 6z
qui vérifie aussi la condition

u(0) = u'(0) =0

On cherche u sous forme de somme d’une série entiere:

oo
u(x) = Z anx"
n=0

de rayon de convergence R > 0, vérifiant (E) dans | — R, R][.

1. Trouver une relation entre a,, et a,42 pour tout n > 0. (Le cas n = 1 est un peu différent des
autres.)

2. Déterminer ag, a1, et az. Déterminer a,, pour tout n. On séparera les deux cas, ol n est pair
ou impair.

3. Quel est le rayon de convergence de la série obtenue? Quelle est sa somme?



Licence MMI. Module M A0401.

Session de juin 2009. Durée 2 heures.

Les exercices et la question de cours peuvent étre traités dans un ordre quelconque.

Exercice I. Soit (u,)n>0) la suite de fonctions définies sur [0, co[ par

B x
un(@) = 1+ n2a?
1) Montrer que la série Z u,, converge simplement sur [0, +00].
n=0
On posera, pour tout x > 0
o o0 T
f@) = 2 un) = Dy

2) Calculer f(0). Le but du reste de I’exercice est de trouver la limite de f(x) quand = > 0 tend
vers 0.

3) On pose, pour tout = > 0, et pour tout n > 0,
vp(x) = Arctan((n + 1)z) — Arctan(nz)

Calculer la somme suivante, pour tout n > 1, et pour tout x > 0:

Va(z) = ka(ac)
k=0

o
En déduire que la série Z vg(x) converge. Calculer, pour tout x > 0, la somme:
k=0

g(z) = vi(x)
k=0

4) On admettra que, pour tous réels a et b tels que 0 < a < b, on a

(b—a)?
~ 2(1+4a?)

b—a

Arctan b — Arctan a — m

On ne demande pas de démontrer cette inégalité, mais de s’en servir. Montrer que la série Y (v, —
uy,) converge normalement sur [0, col.

5) Si f est la fonction du 1) et g la fonction du 3), calculer g(0) — f(0). En utilisant une certaine

propriété de la fonction g — f, calculer la limite suivante:

. . x
6= a:li%l+ f(x) - wlir&r ot 1+ n2x?
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6) La fonction f est-elle continue sur [0, co[?
Exercice II. Soit f la fonction définie sur IR, 2r—périodique, telle que:
f(z) = 2? vV € [0, 2n|

1) La fonction f est-elle continue sur IR? Sinon, préciser ses points de discontinuité.

2) Calculer les coefficients de Fourier de f:

1 27 1 27 )
an(f):; ; (z) cosnzx dz bn(f):; ; () sinnz dx n>1
2m
wif) = 5= [ fwys

3) Démontrer que la série suivante converge pour tout z € IR. Calculer sa somme pour tout
x € [0, 27].

4m? (4 dm
S(z)=— + — cosnx — — sinnx
3 = \n? n

On pourra se servir des questions précédentes, et d’'un théoréeme dont on citera précisément les
hypotheses. On n’oubliera pas le cas x = 0.

4) En déduire la somme de la série suivante:
= o~
n=1

Question de cours. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses:

1. Toute série entiere de rayon de convergence R > 0 converge uniformément sur I'intervalle ouvert
| — R,+R].

s [N o0 s x — A
2. Une série entiere o ap,x™ et la série ° na,z™ ! ont le méme rayon de convergence.
n=0 n=1



FACULTE DES SCIENCES DE REIMS.
LICENCE L2. MODULE MA 401.

Session de mai 2010. Durée 2 heures.

L’usage de tout document et de toute calculatrice est interdit. Les exercices sont indépendants. La
question de cours et les exercices peuvent étre traités dans un ordre quelconque.

Question de cours. Enoncer le théoreme sur la dérivée de la limite d’une suite de fonctions
sur un intervalle ouvert |a,b] de IR. On précisera les hypotheses qui permettent d’affirmer que la
limite est dérivable.

Exercice 1.

o0
a) Soient r € [0, 1] et ¢ € IR. Montrer que la série: Z r"e'™ converge, et calculer sa somme.

n=0
b) Le parametre r € [0,1] étant toujours fixé, (et considéré comme une constante), on définit,
o0
pour tout n > 0, une fonction u, par: u,(t) = r"*e™. Démontrer que la série de fonctions Z U

n=0
converge uniformément sur [0, 27].

2m
c) Avec les notations du b), calculer / up, (t)dt.
0

d) Déduire des questions a), b) et c) l'intégrale suivante, ou r € [0, 1[:

27 1
A(r) = / i
o Ll—re

On énoncera précisément le théoreme du cours qui justifie ce calcul.

e) Vérifier que ' '
1—2rcos t+72=(r—e) (r—e™)
En déduire, pour la fraction ci-dessous une décomposition en éléments simples, de la forme:
1—r? A(t) B(t)

= _ - C
1 —2rcost+r? r—e’t—i_r—e*”—i_

ou A(t) et B(t) sont des fonctions de t, et C' une constante, que ’'on déterminera.

f) Déduire des questions d) et e) le calcul de 'intégrale suivante, pour tout r € [0, 1]

2m 2
1—r
I(r)= dt
(r) /0 1—2rcost+r?

Exercice 2. On considere une fonction f : IR — IR, bornée sur IR, telle que

lim f(z)=0

Tr— 00



o]
On consiere aussi une suite (un)(nZO) de nombres positifs, telle que la série E Uy, converge. On

0
posera

M=swplf@ 5= u
n=0

z€IR
On définit, pour tout entier n, une fonction g, : IR — IR par:
n
gul@) = 3 flka)u,
k=0
a) Soit € > 0 arbitraire. Démontrer qu’il existe un entier N (dépendant de ) tel que:
n
n>N  w>1= Y |f(k2)| lupi| <c

k=N

b) L’entier N étant maintenant fixé, démontrer que:

N

lim E \un_k] =0
n—oo
k=0

c¢) En déduire que la suite de fonctions (g,,) tend vers 0 uniformément sur [1, col.

Exercice 3. Pour toute fonction f continue sur IR et 2r—périodique, et pour tout n € Z, on pose:

1 27

enlf) = o= [ flt)emdt

- 27T 0
a) Si f est de classe C'!, montrer que, pour tout n € Z, on a:

en(f') = incn(f)

b) En déduire que:
1 2m

I OF dt = > nllen(f)?

27
0 neZ

c¢) En déduire que, si ¢o(f) =0, on a:

21 21
2d / 2d
/O )P di s/o PO dt
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FACULTE DES SCIENCES DE REIMS.
LICENCE L2. MODULE MA 401.

Session de septembre 2010. Durée 2 heures.

L’usage de tout document et de toute calculatrice est interdit. Les exercices sont indépendants et
peuvent étre traités dans un ordre quelconque.

Exercice 1. Pour tout n > 0, on définit une fonction u, sur [0, +oo[ par:

un() = (1 +nz)(1+ (n+ 1)z) vz 20

a) Démontrer que la série de fonctions ) | u,, converge simplement sur [0, +o00].

b) Montrer que, pour tout entier N > 0, on a:

> ug(z) =1 — TN Ve >0

c) On désigne par f la somme de la série:
f@) = un(x) Ve >0
n=0

Calculer f(z) pour tout > 0. On pourra se servir de la question b). On pourra étudier séparément
le cas x > 0 et le cas z = 0.

d) La fonction f est-elle continue sur [0, +oo[? sur |0, 4+o00[?
e) La convergence de la série de fonctions ) u,, est-elle uniforme sur [0, 1]7

f) Montrer que la convergence de la série de fonctions »  w,, est uniforme sur tout segment [a, b]
tel que 0 < a < b.

Exercice 2. Soit a € IR tel que 0 < a < 7. Soit f la fonction paire, 2w—périodique sur IR, telle
que

1 si 0<z<a
f(x)—{() si a<z <

a. Calculer les coefficients de Fourier a,(f), b,(f) et co(f), dont la définition est rappelée ci-
dessous:

i) =2 [ @) costna) de bu(f) =L [ f@) simn(na) dz n>1

L ™ J -z

wlf) = o= [ 1) s
11



b. Montrer que la série de Fourier de f converge pour tout € IR, et déterminer sa somme, en
énoncant précisément le théoreme utilisé, et les hypotheses sur la fonction que ce théoreme utilise.

c. Montrer que, si 0 < a < 7, la série 2211 SR converge, et calculer sa somme.

(sinna)?

d. Méme question avec la série Y 7 | =25

Exercice 3. Trouver toutes les racines de I’équation

ef=-2 zeC

12



Licence MMI. Module MA41.
DS du 6 mai 2008. Durée 1h30.

Les exercices 1, 2 et 8 sont indépendants et peuvent étre traités dans un ordre quelconque. L’exercice
4 utilise les résultats des 3 premiers.

Exercice 1. On pose, pour tout réel z > 1:

(On sait que cette série converge si x > 1.)
a) Démontrer que f est continue sur |1, +o00[. On se servira d’un théoreme du cours.
b) Calculer la dérivée de la fonction z — u,(z) = -% (n > 1).

c) Montrer que la fonction f définie ci-dessus est dérivable sur |1,00[. On se servira d’un autre
théoreme du cours.

Exercice 2. Soit (v,)n>1) une suite de fonctions continues sur ]0, 1[. On suppose que la série de
fonctions > v, converge uniformément sur |0, 1]. On suppose aussi que, pour tout n > 1, la limite
suivante existe:

lim v, (z) = ay,
TL"O+

On suppose enfin que la série numérique ) | o, converge.

a) On pose, pour tout n > 1 et pour tout x € [0, 1]:

wio= {0 5

Montrer que, sous les trois hypotheses ci-dessus, la série >V}, converge uniformément sur [0, 1].

b) On posera, pour tout = €]0, 1]:
F(z) =) va(2)
n=1

Démontrer que

lim F(z)= Z an,
n=1

z—04

TSVP
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Exercice 3.

a) Montrer que, si x >0 et n > 1,

1 1 x x(
- = <
-2

x+1)
(n+1)* n® + nrtl

nm+2

(On pourra appliquer la formule de Taylor a la fonction ¢ — t=%, (x > 0 étant, pour le moment,
une constante), sur un intervalle & choisir.)

b) On pose, maintenant, si x > 0 et n > 1:

(2) 1 n 1 1
v (x) = —
" n*+l = x(n+1)*  zn®

Démontrer que la série de fonctions ) | v,, converge uniformément sur |0, 1].

c) On pose, maintenant, si x > 0 et n > 1:

1 — 1
gn(x) - Z fr+1 g(l’) - Z fer+1
k=1 k=1

Trouver une relation entre Y, _; vi(z) et f,(z). En déduire que:

1

Sue) =gle) - Veeo]
k=1

d) Montrer que lim,_o, 1 <1 - ("H)m) = In(™t1). En déduire que:

n<

lim v, (z) = 1 —1In <n+1)

rz—04 n

Exercice 4, de synthese, utilise les résultats des exercices 1, 2 et 3.

1 <n + 1>
a, = — —1In
n n
Montrer que la série ) o, converge.

b) Si g est la fonction définie dans l’exercice 3, question c), montrer que

1 oo
lim g(x) — o= Zan

z—04

a) On pose, pour tout n > 1:

Si f est la fonction de I'exercice 1, en déduire que

lim f(z)— EE i&"

z—14 z—1

Remarque, pour information. La fonction f de lexercice 1, habituellement notée (, s’appelle
fonction zeta de Riemann. La somme v =Y > | «, s’appelle constante d’Euler.

14



MA 401. DS du 5 mai 2009. Durée 1h30.

Question de cours. Soit I un intervalle ouvert de IR.

a) Soit (f,,) une suite de fonctions de classe C! sur I, vérifiant les deux hypotheses suivantes:

(H1) Pour tout = € I, la suite de nombres (f,,(z)) a une limite quand n tend vers co. On notera
f(z) cette limite, ce qui définit une fonction f sur I.

(H2) La suite de fonctions (f]) a une limite g, et la convergence est uniforme sur tout segment
[a,b] contenu dans I.

Démontrer que f est de classe C! sur I, et que f' = g.

b) Pour tout n > 0, on se donne une fonction u,, de classe C! sur I. On suppose que
(H'1) La série >~ u, converge simplement sur I. On notera f sa somme.

(H'2) La série Y ul, converge uniformément sur tout segment [a,b] contenu dans I. On notera
g sa somme.

Démontrer que f est de classe C! sur I, et que f' = g.

Ce qu’on pourra admettre, sans le redémontrer.

- que, si une suite de fonctions continues sur I tend, uniformément sur tout segment [a,b] C I, vers
une limite, alors cette limite est continue sur 1.

- que 'on a, pour toute fonction continue ¢ sur un segment [a, b

/ab o(z)dz

< / lo(@)\de

Exercice 1.

I GOk
a) Montrer que la série E —_
— (1+nz)

On notera f la fonction définie sur |0, co[ par:

converge pour tout x > 0.

0o _1)»
flw) = Z (l(—i-T)L.CL‘)

n=1

b) Démontrer que la fonction f est continue sur |0, co].
TSVP
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Exercice 2.
On pose, pour tout n > 0 et pour tout x > 0
(—1)"z x?

vp(z) = (

un(m): ( 1+n$)3

1+ nx)?
a) Montrer que la série de fonctions > u,, converge uniformément sur [0, ool.
b) Montrer que la série de fonctions ) v, converge uniformément sur [0, ool.
c¢) Peut-on dire que la série Y u,, converge normalement sur [0, oo[?
d) Méme question avec la série Y vy,.

Aide: on pourra étudier les variations des fonctions © — |un(z)| et © — |v,(x)] sur [0, c0].
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Module MA401.
DS du 15 février 2011. Durée 1h30.

Question de cours.  Définition de la convergence uniforme d’une suite de fonctions sur un
intervalle I de IR.

Exercice. On pose, pour tout = > 0 et pour tout entier n > 1:

n

1 " dt
fn(2) = = —/1 1
k=1

On admettra que, si x > 0, et si m sont des entiers tels que m >n > 1, on a:

a) En déduire que, sous les mémes hypotheses:

L_i <fm(1')_fn(x) <0

m* n*

b) En déduire que, pour tout x > 0, la suite (f,(z)) a une limite f(z), et que la convergence est
uniforme sur [1, +00[. On citera le théoréme utilisé.

c¢) En déduire que la suite de nombres (X,,) définie par

X, :2”: ! —Inn
k=1

a une limite v quand n — +oo. Cette limite v est habituellement appelée constante d’Euler.

|

o0
1
d) On sait (MA 303) que, pour tout x > 1, la série Z = converge. On notera ((z) sa somme
k=1
(fonction zeta de Riemann):

Pour tout = > 1, trouver une relation entre ((x) et f(z) (la fonction de la question b).
e) Déduire de ce qui précede que

lim ((z) — —

z—1y r—1

v

On citera le théoréme du cours et la propriété de la fonction f qui permettent de justifier le passage
a la limite.

17



MODULE MA401. DS du 5 avril 2011.

Exercice I. Soit f la fonction définie sur | — 1, 2] par
1+
=1 Ve e —1,2
f@=m (352)  ved-1y

Développer f en série entiere au voisinage de 0. Préciser le rayon de convergence de la série obtenue.
Exercice II. On considere I’équation différentielle
(E) (*+2)u +Bz+1) v+ u =0

On s’intéresse aux solutions de (E) qui sont développables en série entiere au voisinage de 'origine,
et telles que u(0) = 1.

1. En supposant quil existe une série entiere Y - a,z", o les a, (n > 0) sont des nombres
complexes, de rayon de convergence R non nul, dont la somme u(z) = >0~ a,a™ vérifie (E) dans
I'intervalle | — R, R], trouver une relation de récurrence entre les a,, (n > 0).
2. Avec les notations de la question 1, en supposant de plus que la somme u(z) = ZZOZU anpx”

vérifie u(0) = 1, déterminer tous les a,, (n > 0).
3. Quel est le rayon de convergence R de la série obtenue?

4. Déterminer u(x) pour tout x €] — R, R|.

Exercice III.
n

o0
a) Quel est le rayon de convergence de la série Z
n=1

Elk

b) On pose, pour tout = €] — 1,1]
o0 :L‘n
f@) =% =
n=1 \/ﬁ

c) Démontrer que f(z) tend vers +o0o quand = tend vers 1_. (En utilisant le sens de variation de f
sur ]0, 1], on pourra aboutir & une contradiction en supposant que f ne tende pas vers +oo quand
x tend vers 1_.)

d) Soit o > 3. Pour tout n > 1, et pour tout € [0, 1], posons

un(z) = (1 —2)

Sl

Calculer

M, = sup |u,(z)|
z€[0,1]

En déduire que, si @ > 3, la série > u,, converge normalement sur [0, 1].
£ 1 . 1
e) En déduire que, si o > 3

lim (1 —2)*f(x) =0

r—1_

18



