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Axiomes des algébres de Hopf

Une algebre est une famille (A, m,14) ou :
@ Aestun K-espace vectoriel.
Q@ m:Ax A— Aestbilinéaire. On note m(x, y) = x.y.
Q 1, A

Avec les axiomes suivants :

@ Associativité : pour tous x,y,z € A, (x.y).z = x.(y.2).
© Unité :pourtout x € A, 14.x = x.154 = x.
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Axiomes des algébres de Hopf

On reformule ces axiomes en termes de diagrammes
commutatifs. Pour cela il faut linéariser met 14 :

ARA — A K — A
m: v
XQy — XYy A — Ala

Les axiomes s’expriment alors de la maniére suivante :

Associativité Unité
mo(m®Ild)=mo(ld@m) | mo(ld®v)=mo(v®Id)=Id

Ao A2 AT As A Ko A 2 Ao Al pg Kk

NS

AA——— A A
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Axiomes des algébres de Hopf

Une cogebre est une famille (C, A, ¢), ou :
@ C est un K-espace vectoriel.
@ A:C — C® C estune application linéaire.
© :: C — K est une application linéaire.

Avec les axiomes suivants (obtenus en dualisant les axiomes
pour les algebres) :

Coassociativité Counité
(Ald)ocA=(ld@A)oA| (c@ld)cA=(ld®e)oA=Id
AR Id e®ld ld®e

CeCrlC~—CxC KoC<—Co®C——C®K

S N

CeC C C
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Axiomes des algébres de Hopf

Notations de Sweedler : pour tout x € C, on écrit :

A(x) =Y xMex®.
X

Les axiomes de cogébre se reformulent alors :
@ Coassociativité : pour tout x € C,

3 (X(1>)“)®<X(1)>(2)®X(2) -y X(1)®<X(2)>(”®<X(2))(2).

x,x(1) x,x(2)

© Counité : pour tout x € C,

(M) x) — (M @) = .
z)(:g<x )x EXIX z-:(x ) X
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Si A est une algebre, alors A ® A est aussi une algebre :
X1 @0).(x2®@y2) = X1.y1 © X2.2,
Taga = 1a®@14.

Si C est une cogeébre, alors C ® C est aussi une cogebre :

— (1) (1) (2 (2
A(x®Yy) ;(X Qy )®(X Ry ),

e(xoy) = e(x)e(y).
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Lemme

Si B est a la fois une algébre et une cogebre, les conditions
suivantes sont équivalentes :

@ A et e sont des morphismes d’'algébres.
@ met v sont des morphismes de cogébres.

Si ces conditions sont satisfaites, on dira que B est une
bigébre.

Axiomes des algébres de Hopf

Autrement dit, dans une bigébre :

(Xy) ZX ® X(2) y(z)

e(x.y) = e(x)e(y),
A(1g)=1a®14, e(14)=1.
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Axiomes des algébres de Hopf

Exemples.

@ Soit G un groupe. Lalgebre du groupe G est une bigébre,
avec le coproduit défini par A(g) = g ® g pour tout g € G.
La counité est donnée par ¢(g) = 1 pour tout g € G.

@ Soit g une algébre de Lie. Lalgébre enveloppante de g est
l'algebre engendrée par les éléments de g et les relations :

X.y —y.x =[x, y] pourtous x,y € g.

Il s’agit d’'une bigébre, dont le coproduit est donné par
A(x) =x®1+1® x pour tout x € g. La counité est
donnée par ¢(x) = 0 pour tout x € g.
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Axiomes des algébres de Hopf

Soit C une cogébre et soit A une algebre. Alors Endk(C, A) est
muni d’'un produit de convolution x défini par :

(fxg)(x) = mo(f®g)oA(x)

S (x0) g (x®).

L'élément neutre de ce produit est I'application x — &(x)1 4.
Si B est une bigébre, on peut prendre A= C = B. On dira que
B est une algebre de Hopf si Id € Endk (B, B) posséde un
inverse pour le produit de convolution. Cet (unique) inverse est
appelé antipode de B et est noté S.
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Axiomes des algébres de Hopf

Autrement dit, si H est une algébre de Hopf, pour tout x € H :

ZS( )x(z ZX(‘).S(X(2)>:5(X)1.

proposition

Soit H une algébre de Hopf. Son antipode est un
antimorphisme de bigébres :

S(x.y) = S(y)-S(x),

S(1a) = 1a
A(S(x)) = ZS< ) ((1))
eoS(x) = (x).
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Exemples.

@ Si G est un groupe, son algebre est une algébre de Hopf.
Lantipode est donné par S(g) = g~ pour tout g € G.

@ Si g est une algébre de Lie, son algébre enveloppante est

une algébre de Hopf. Lantipode est donné par S(x) = —x
pour tout x € g.
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Des arbres enracinés vers les mots

Soit X un alphabet. Lalgébre de Hopf de battages Sh(X) a
pour base 'ensemble des mots en I'alphabet X.

@ Son produit est donné par les battages des mots. Par
exemple :

(abc) xgp (d) = (abed)+ (abde) + (adbe) + (dabc),
(ab) xgn(cd) = (abcd)+ (acbd) + (cabd)
+(acdb) + (cadb) + (cdab).
@ Le coproduit est donné par la déconcaténation. Par
exemple :
A(abcd) = (abcd)® 1+ (abc) @ (d) + (ab) ® (cd)
+(a) ® (bcd) + 1 ® (abcd).
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Des arbres enracinés vers les mots

@ La counité est donnée par :

e(1) = 1,
e(motnonvide) = 0.

@ La bigébre Sh(X) est une algébre de Hopf. Lantipode est
donné par :

S(ay...an)=(-1)"an...a).
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Des arbres enracinés vers les mots

Lalgébre des arbres enracinés Hcx est utilisée par Connes et
Kreimer pour la Renormalisation en Théorie des Champs
Quantiques.

@ Une base de cette algebre est donnée par les foréts
enracinées :
1ol oot VL

UUUR DUUE X SRV S R/ Y,%

@ Le produit est donné par I'union disjointe des foréts.

Vi=Vi=1V=1.V.
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Des arbres enracinés vers les mots

@ Le coproduit est donné par les coupes admissibles :

A(T) = > P°(T) ® RS(T).

¢ coupe admissible

coupe ¢ R/ i</ {V Kf j;/ AVL ﬁ% jf totale

Admissible ? | oui | oui | oui | oui | non | oui | oui | non | oui
we(T) AT AR S T T T B Y,
Re(T) Y IR V2 I T VR U RO IR
Pe(T) 1 ! . . S R T I X Kf

A(K/): Vetite Viterr.oViolilob.or
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Des arbres enracinés vers les mots

@ La counité est donné par :

e(1) = 1,
e(F) = OsiF#1.

@ Lantipode est donné par : Si T est un arbre, n; le nombre
d’arétes coupés par une coupe c,

SM=-T— > (=)W

ccoupede T

Si X est un alphabet, on peut construire I'algébre de Hopf H)C(K
des arbres enracinés décoreés par X. Par exemple, si
a,b,ce X,

ACV)="V" @14+1@" V" +.a® 18 + .05 @13 +eaep ® o6
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Ordres linéaires sur une forét

Soit F une forét a n sommets et soito : V(F) — {1,...,n} une
application. On dit que o est un ordre linéaire sur F si pour tous
a,be V(F),

(a— bdans F) = (0(a) > o(b)).
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Des arbres enracinés vers les mots

Lapplication suivante définit un morphisme surjectif de I'algebre
de Hopf des foréts € H¥, vers Sh(X) :

— ordre linéaire sur F.
F dre | F
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Des arbres enracinés vers les mots

Par exemple :

)
", — (abc)+ (acb),
.aly — (abc)+ (bac) + (bca),
asbec — (abc) + (acb) + (bac) + (bca) + (cab) + (cba)
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Applications

Soient X un alphabet et (f;),cx des fonctions de [0, 1] dans R
intégrables. Posons :

1 X4 Xn_1
0
Par exemple :

1 1
Ka)l(b) = /0 fa(X)0x /0 fo(y)dly
1 X 1
| d [ty + [ iy /Oyfa(x)dx
I(ab) + I(ba)
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Applications

Avec le morphisme d’algébre surjectif ’H)C(K — Sh(X), on définit
alors un morphisme d'algébre J : Hg, — R.

Par exemple :

1 X X
JOVLE) = /0 fa(x)dlx /0 fo(y)dy /0 f.(2)dz.

Applications : Théorie des Chemins Rugueux, Convergence
d’intégrales (ex : Calcul moulien avec 'arborification) ...
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