Chapitre 1

Nombres complexes

Les nombres complexes ont été introduits en Terminale et nous allons rappeler brievement les
définitions et propriétés vues a cette occasion.

1.1 Définitions

Nous admettons I’existence d’un ensemble € vérifiant les propriétés suivantes :

1-RcCC

2 - Il existe un élément ¢ de C tel que ¢ = —1.

3 - Tout élément = de € s’écrit de maniére unique z = z + zy avec z et y réels.

4 - C est muni d’une addition et d’une multiplication qui prolongent celles de R et obéissent

aux mémes réegles de calcul.

Ainsi,onaparexemple: (2+3¢)+ (1 —¢)=3+2¢, 24 3)(1 —¢)=5+7¢, (14+:)°=2s
L’ensemble € ainsi défini est appelé ensemble des nombres complexes et on note aussi

C =C\{0}

L’écriture z = z+sy , (x,y) € R?estdite forme cartésienne du nombre complexe z et I’égalité
de deux nombres complexes z = = + ¢y et z' = z’ + ¢ se traduit par :

=2z

z=z"<=)$—|—z'y=a:"—|—iy"<=)(a:,y)=($",y")<=}{y_y;

Les réels z et y sont appelés respectivement partie réelle et partie imaginaire du complexe z
et notées :
r=Re(z) et y=1Im(z)

Les complexes de la forme zy avec y réel sont appelés imaginaires purs et I’ensemble des
complexes imaginaires purs est noté :IR.

1.1.1 Conjugué d’un nombre complexe

Définition 1.1.1 — Pour tout z = z + ¢y , (=,y) € R? on appelle conjugué de = le nombre
complexe noté z défini par z = z — iy

Proposition 1.1.1 — Le conjugué d’une somme (respectivement d’un produit, d’un quotient) est
la somme (respectivement le produit, le quotient) des conjugués.



PREUVE — Pour la somme et le produit, la preuve est évidente et laissée au soin du lecteur.
Considérons le cas du quotient :

1 — 1 — 1 1 z 1 z
— -2t = — -zt =1=1=} — =:=}(—)= - — = —
=z =z 2z z! z! =z =z
O
Proposition 1.1.2 — Pour tout nombre complexe z, on a:
1 @ =z
1 _ 1 _
2. Re(z) = E(z +7z)etim(z) = 2—(2 —Z)
z
3. zestréel sietseulementsi z =z
4. z est imaginaire pur si et seulement si z = —2
PREUVE — Ces résultats découlent directement des définitions.
O

REMARQUE — L’utilisation du conjugué permet d’obtenir la forme cartésienne de I’inverse d’un
nombre complexe non nul :

Pour 0.0 1 T —ty Ty T 1Y
(way)#( ’ )a w—l—iy_ (x—l—zy)(:t:—zy) _3:2—|—y2 _$2+y2 _$2+y2

1.1.2 Module d’un nombre complexe

Définition 1.1.2 — Pour tout z = z + 2y , (z,y) € R? on définit le module de = par :

2= Vat 1y

L’application module : z — |z| de € dans R+ prolonge I’application valeur absolue de R dans
R, Eneffetsize R, z=zona|z| = vVa? = |z].

Proposition 1.1.3 — Pour tout nombre complexe = :

1. zz est un réel positif et |z| = +/zz

2. |z|=0=2=0

3. [z =| — 2| = ¢l

4. |Re(2)| < |2| et [Im(2)] < 2]

Pour tout nombre complexe z non nul :

1 1
S= % et |z|=1<=>H=|z|
z =

||

PREUVE — Ces résultats découlent directement de la définition du module.

Proposition 1.1.4 — Pour tous nombres complexes z et =" :

2]

= S A0, <l el -1 < e

zZ

f| — zf

22" = |z||2]

PREUVE —

1. |2:2:"|2 = zz (m =2z X2z = |z|2 pe |2:"|2 = |z2'| = |z||7|



2.Siz £0:

2z ><(z)_ ZZ |2:|2=>
T ) g |zf|2

3 |2+ 2= (z—l—z’)(E—l—a = |2+ 2P+ 22"+ 22
Enposant Z = zz'ona:

Z

zf

4

zf

_ Il

IRE

22’ +2'7 = Z+ Z = 2Re(Z) < 2|Re(Z)| € 2|Z| = 2|2||#/]

|2+ 2'[F < [2F + 117+ 2zl2| = (J2] + )" = |2 + ' < J2] + ||

4 |zl =z =)+ < lz = 7|+ |7| = |z - |Z| < |2 = 7|
Deméme: |2/| — |z| € | — z| = |z — 2|
D’ou :

—lz=Z <zl = || € |z — | = []o] =[] € |z — |

1.1.3 Rappels de trigonométrie

Si z,a,b désignent des réels quelconques :

sin(m — ) =sinz; cos(m —z) = —cosz; sin(r + )= —sinz; cos(r + ) = —cos=

sin(%—m) = Cos T ; oos(%—a:) =sinzg; sin(%—l—a:) = COs T ; CO8 (%—l—:c) = —singx

sin(a—l—b) =sinacosbh tsinbcosa ; cos(a—l—b) = cosacosh—sinasinbd

sin2x = 2sinrcos v ; cos2x = cos’ ¥ —sin’x

sin?

z=32(1—cos2z); cos’z = 1(1 + cos 2z)

. xT L. . r
Sitan z et tan (5) sont définis, on a aussi en posant ¢ = tan (5) :

) 2t 1 — 12 2
ST = cosx ——— , tanz =

14227 1442 1 — ¢2

Ces derniéres formules seront démontrées en exercice et on pourra également établir les formules
donnant tan(e + &) en fonction de tan e et tan & et tan 2z en fonction de tan z.

Dans le triangle rectangle en A représenté ci-contre, on a les

formules suivantes :

. AB AC AB
Sl 7y = % 3 COs v = % ; tan'y = E
. AC AB AC
smﬁzﬁ : COSB:R 3 tanB:E



1.1.4 Arguments d’un nombre complexe non nul

Définition 1.1.3 — Pour tout nombre complexe z = z 4 zy appartenant a C*, on appelle argu-
ment de z et on note Arg(z) tout angle # défini & 2kx prés tel que :

058 = ———— | sinf= ——F—

$2+y2 $2+y2

Il résulte alors des définitions de module et argument que tout nombre complexe non nul s’écrit :
z = |z| (cos Arg(z) + tsin Arg(z)) = |z|(cos @ + £sin 6)

Cette écriture est dite forme trigonométrique de z.
Proposition 1.1.5 —
Arg(z)=0[27] <= z € R}

Arg z)—Tr[Q?r]{:}zER*

z)= [291'] +— z€:R]

)= —Arg(z) [27]
zz') = Arg(z) + Arg(Z’) [2x] etpour n € N, Arg(z") =nArg(z) [27]

_cn_4>_c;o[\>g—\

(
rg(
g(
rg(
6. Arg G) = —Arg(2) [27]

7. Arg (g) = Arg(z) — Arg(2') |27]
PREUVE — En notant # = Arg(z), # = Arg(z') et p = Arg(zz'),0na:
1 Arg(z)=0[27] <= 2z = |2| &= z € R
2. Arg(z)=m [2r] = z = —|z| <=z ¢ R2
3. Arg(z) = g [27] = 2z =i|z| <= z € iR]
4. Z=|z|(cos @ — tsin 8) = |Z| (cos(—0) + ¢sin(—0)) = Arg(z) = —0 [27] = — Arg(z) [27]
5

zz' = |z||#|(cosB + isin 6)(cos #' + 7sin 6"')
= |z||Z| [(cos 8 cos ' — sin B sin 6"‘)] + ¢ [(cos 8 sin#’ + sin @ cos 6"')]
= |zz'|[cos(8 + ') + 2sin(f + &')]

D’ou :
Arg(zz') = 0 + 0 |27] = Arg(z) + Arg(Z') [27]

Et on en déduit immédiatement par récurrence sur n : Arg(z") = nArg(z) [27]

6. - (1) — 1 —s Arg(s) + Arg G) — 0 [27] = Arg G) — _Arg(#) [27]

Z

7. Arg (g) = Arg (z X %) = Arg(z) — Arg(z') [27]



1.1.5 Plan complexe

Soit P un plan affine réel rapporté a un repére orthonormé ‘R = (0, =%, 3?). L’application
¢ : € — P quiatout complexe z = z + 1y , (z,y) € R? associe le point M de P de
coordonnées (z, y) dans R est une bijection qui permet d’identifier C et P. Le plan P est alors appelé
plan complexe. Si M et z sont associés par ¢, M = (=) s’appelle I’image de z et z = ¢~ (M)
s’appelle I"affixe de M. On note M (z) pour signifier que M est le point de P d’affixe z.

0 Arg z

Ona:

|W|=«/$2—|—y2=|z| etsi z%O,(_z},OW)=Arg(z)[2?r]

Si on note 7 e plan vectoriel associé a P muni de la base orthonormée (#*, ), I’application
v C— 7 qui & tout complexe z = x + 7y associe le vecteur =% + y 3 est une bijection qui
permet d’identifier C et 7. Pour tout V appartenant a P o= cp_l(v) s’appelle aussi I’affixe de

. Si M(z) et M'(2") sont deux points du plan P, on a les propriétés suivantes :

M et M’ sont symétriques par rapport & O si et seulement si z/ = —z

M et M’ sont symétriques par rapport a (O, #*) si et seulement si z' = z

M et M’ sont symétriques par rapport a (O, 7°) si et seulement si 2/ = —z

1.1.6 Notation exponentielle

Pour tout 8 réel, on note : € = cos# + :sinf. Cette notation est justifiée par les propriétés
suivantes :
1-Pour tout (8,6) € R*on a:
€® - e = (cosf+ isinf)(cos ' + isin§)
= cosfcos# —sinfsin® + i(sinfcos & + sin @' cos h)
= cos(f + 0') + isin(f + 8) = 0+ _
On en déduit en particulier par récurrence pour toutn € N (&)" = ¢

infd

; 1 1 0 _ i
2'V6€R, ew%[]et = COs zsin B

e®  cosf tisinf - cos2f + sin’ #

= cos(—0) + isin(—0) = e~

lenrésulte: YneZ, (6°)" =™

Sous forme trigonométrique, cette formule est dite formule de Moivre et s’écrit :

VneZ,V¥0ecR, |(cosf + isinh)* = cosnf + rsin nd

3-YcR,e?=1<=0c2rZ

4-YocR, el = =it
5-Yze€C, |z]l=1<=30cR|z=¢"

Onnote: U={zeC|lz|=1}={*, 0 ¢ R}
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Finalement tout nombre complexe = pourra s’écrire : z = |z|e* avec # = Arg(z). C’est la notation
exponentielle d’un nombre complexe qui n’est qu’une variante de la forme trigonométrique.
De la notation exponentielle, on déduit également les formules d’Euler :

ef.ﬂ _I_ 6—19 . 619 . e—iﬂ
Y 51116il =

6 cR 6 —
VOER, |cos 9 2

Rappelons encore deux formules qui seront trés utiles pour effectuer des calculs dans C :
1 - Sommation des termes consécutifs d’une suite géométrique
Pourtoutg € €, ona:

n n+1 si g=1
Itgt+d +-+q" =) ¢F={1-¢" 1
k=0 ]__q q

2 - Formule du bindme de Newton
Pour tout (e, b) € C? ettoutn € N*, ona:

no__ n T n n—1 n n—=2p2 | . n r—1 LAY — - n n—kpk
= Qs (eosn (s o (- (s

k=0

Cette derniére formule se démontre par récurrence en utilisant la formule de Pascal :

- —1 —1
Pour tous entiersn etptelsque 1 <pKn —1 : (n) = (n’ ) + G‘ 1)
P P -

1.2 Racines carrees d’un nombre complexe
1.2.1 Définitions

Définition 1.2.1 — Soit z € C. On appelle racine carrée de z dans C, tout nombre complexe

u tel que u? = z.
REMARQUE — Si z = 0, u = 0 est la seule racine carrée de z dans C.

Théoréme 1.2.1 — Tout z € C* admet exactement deux racines carrées dans C. Si on désigne

par w; et uy ces deux racines, on a alors la relation : uy = —uy

PREUVE — Posons z = a + b et cherchons u € C (écrit sous la forme u = x + iy) tel que

*Sia>0:u =2 e u? =0 = — v/a' =0 = (u— v/a)(u+ Va) = 0;
par conséquent u? = z <= u = ++/a

¥Sia <0 = 2 <= u? = a = w—(iv/"a)* = 0 = (u—iy/"a)(u+iv/"a) = 0;
par conséquent u? = z <= u = +iv/—a



=z et |ul®=|z|

— x> —y?’+2zyi =a+ib et 2+ y?> = /a2 + b2
4
2_y?—q

<~ m2+y2:\/m

= y:g'\/% (VaZ+b2 —a) avece=glete’ ==+1

N

= y = /\/a2—|—b2—a avece = +lete’ = =+1

\€€’|b| =b

Donc :

v/ a?+b24a
2

r — €&

> 8.b.20:u =2z <= y_g,hﬁﬁﬁﬂ
- 2
— 7

\

—€
o ” . 2 b2 R 2 b2_
z admet donc deux racines carrées qui sont : =+ (\/ 7”142_4_‘1 + i1/ 7‘”14;'1)

N
2

=€
> .S.i..b..g..Q ru? =z = y = . v a?+b2—a
o \/ 2
’

g€ = —
\

£
" 5 " 2 b2 . 2 b2_
z admet donc deux racines carrées qui sont : =+ (\/ 7"&;4_‘1 — 4/ 7‘”14;'1)

©



1.2.2 Application a la résolution de I’équation du second degré dans C

SoitI’équation (E) : az’+bz+c=0avec (a,b,c) € C' x Cx C. La décomposition canonique
du trindme du second degré donne, puisque ¢ # 0 :

2 byt o= 0 s +b z 52—40,(:_0{:) _l_b 2_62—4.30
@z fre= ‘ 2a 4q2 - “ 2a  4g2

A = b — 4acest le discriminant du trinbme. Si § désigne une des racines carrées de A, on voit que
les racines de (E) sont données par :

—b+4 —b—4
& = et &g =
2a 2a
SiA=0,4 =0 et les deux racines sont confondues. ;
La somme des racines est : § = z; + z; = ——, tandis que leur produitest : P = z,z, =

i3
h? — 42 _ b* — (b* — 4ac) _c
462 4a2 a

EXEMPLE — Résoudre I’équation (#) : sz*+ (4 —3¢)z —7—¢=10
Le discriminant de cette équation est A = (4 —3¢)? + 44(7 +¢) = 3+ 4¢ dont les racines carrées
(calculées par la méthode précédente) sont § = (2 <). Les racines de (#) sont alors données par :

_—(4—3£)+(2+z') —(4—3) — (2+79)

1= 9; =24+ , z= 9 =143
1.2.3 Applications trigonométriques
1° Développement de cos nf, sin nf
D’apreés la formule de Moivre et la formule du bindme, on a :
cosnf + esinnf = (cos @ + zsin b)"” = Z (:) (cos #)"*:*(sin 6)"

k=0

On obtient alors les développements de cos nf et sin nf en identifiant parties réelles et imaginaires
dans cette égalité.

EXEMPLE — cos3# 4+ :¢sin3f = (cosﬁ'—l—z'sinﬁ')3
= cos®f + 3icos®Bsinh — Jcosfsin?fh —isin® B
D’oU: cos38 = cos®f —3cosBsin?® =4cos®f — Jcos b
sin3 = 3cos’fsinf —sin®f =3sinf —4sin” 9

2° Linéarisation de cos? 8 , sin” # , cos” #sin? 8 , (p, q) € N
On utilise la formule du bindme et les formules d’Euler.

1, . 217
EXEMPLE — cos®f = ﬁ(e“'" + e‘“’")]
- _(631'6 + 361'6 + 3e—£|9 + 6—31'6)

= 4_1(00536 + 3 cos 8)
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