
Chapitre 1

Nombres complexes

Les nombres complexes ont été introduits en Terminale et nous allons rappeler brièvement les
définitions et propriétés vues à cette occasion.

1.1 Définitions

Nous admettons l’existence d’un ensemble
�

vérifiant les propriétés suivantes :
1 - ��� � .
2 - Il existe un élément � de

�
tel que � � ��� 	 .

3 - Tout élément 
 de
�

s’écrit de manière unique 
 ��� � � 
 avec � et 
 réels.
4 -
�

est muni d’une addition et d’une multiplication qui prolongent celles de � et obéissent
aux mêmes règles de calcul.

Ainsi, on a par exemple : � � � � � � ��� 	 � � � ��� � � � � � � � � � � � 	 � � � ��� � � � � 	 � � � � ��� �
L’ensemble

�
ainsi défini est appelé ensemble des nombres complexes et on note aussi� � � ��� � � �

L’écriture 
 ��� � � 
 � � � � 
 � � � � est dite forme cartésienne du nombre complexe 
 et l’égalité
de deux nombres complexes 
 ��� � � 
 et 
 � ��� � � � 
 � se traduit par :


 ��
 � � � � � � 
 ��� � � � 
 � � � � � � 
 � ��� � � � 
 � � � � � � ��� �
 ��
 �
Les réels � et 
 sont appelés respectivement partie réelle et partie imaginaire du complexe 


et notées : � � Re � 
 � et 
 � Im � 
 �
Les complexes de la forme � 
 avec 
 réel sont appelés imaginaires purs et l’ensemble des

complexes imaginaires purs est noté � � .

1.1.1 Conjugué d’un nombre complexe

Définition 1.1.1 — Pour tout 
 ��� ��� 
 � � � � 
 � ��� � on appelle conjugué de 
 le nombre
complexe noté 
 défini par 
 ��� � � 


Proposition 1.1.1 — Le conjugué d’une somme (respectivement d’un produit, d’un quotient) est
la somme (respectivement le produit, le quotient) des conjugués.
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PREUVE — Pour la somme et le produit, la preuve est évidente et laissée au soin du lecteur.
Considérons le cas du quotient :�  ! " # $ ! " % �  ! " $ ! " # %  %  % & �  ! " # %  ! " % & ' !! " ( % � ! $  ! " # % !! "*)

Proposition 1.1.2 — Pour tout nombre complexe ! , on a :

1. + ! , %�!
2. Re + ! , %  - + ! . ! , et Im + ! , %  - / + ! 0 ! ,
3. ! est réel si et seulement si ! % !
4. ! est imaginaire pur si et seulement si ! %�0 !
PREUVE — Ces résultats découlent directement des définitions.

)
REMARQUE — L’utilisation du conjugué permet d’obtenir la forme cartésienne de l’inverse d’un

nombre complexe non nul :

Pour + 1 2 3 , 4% + 5 2 5 , 2  1 . / 3 % 1 0 / 3+ 1 . / 3 , + 1 0 / 3 , % 1 0 / 31 6 . 3 6 % 11 6 . 3 6 0 / 31 6 . 3 6
1.1.2 Module d’un nombre complexe

Définition 1.1.2 — Pour tout ! % 1 . / 3 2 + 1 2 3 , 7 8 6 on définit le module de ! par :9 ! 9 %�: 1 6 . 3 6
L’application module : ! ;0 < 9 ! 9 de = dans 8 > prolonge l’application valeur absolue de 8 dans8 > . En effet si ! 7 8 2 ! % 1 on a

9 ! 9 %�? 1 6 % 9 1 9 .
Proposition 1.1.3 — Pour tout nombre complexe ! :

1. ! ! est un réel positif et
9 ! 9 % ? ! !

2.
9 ! 9 % 5 @ &A! % 5

3.
9 ! 9 % 9 0 ! 9 % 9 ! 9

4.
9
Re + ! , 9 B�9 ! 9 et

9
Im + ! , 9 B�9 ! 9

Pour tout nombre complexe ! non nul : ! % !9 ! 9 6 et
9 ! 9 %  @ &DCCCC

 ! CCCC % 9 ! 9
PREUVE — Ces résultats découlent directement de la définition du module.

)
Proposition 1.1.4 — Pour tous nombres complexes ! et ! " :9 ! ! " 9 % 9 ! 9 9 ! " 9 2 CCC !! " CCC % 9 ! 99 ! " 9 si ! " 4% 5�2 9 ! . ! " 9 BE9 ! 9 . 9 ! " 9 2 9 9 ! 9 0 9 ! " 9 9 B�9 ! 0 ! " 9

PREUVE —

1.
9 ! ! " 9 6 %�! ! " F ! ! " G %�! ! H ! " ! " % 9 ! 9 6 H 9 ! " 9 6 % & 9 ! ! " 9 % 9 ! 9 9 ! " 9
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2. Si I J KL�M : NNN II J NNN O L II J P Q II J R L I II J I J LTS I S OS I J S O L U NNN II J NNN LVS I SS I J S
3. S I W I J S O L�X I W I J Y X I W I J Y L S I S O W S I J S O W I I J W I J I

En posant Z L I I J on a :I I J W I J I L Z W Z L�[ Re X Z Y \ [ S Re X Z Y S \ [ S Z S L�[ S I S S I J S
D’où : S I W I J S O \ S I S O W S I J S O W [ S I S S I J S L�X S I S W S I J S Y O L U S I W I J S \ S I S W S I J S

4. S I S L S X I ] I J Y W I J S \ S I ] I J S W S I J S L U S I S ] S I J S \ S I ] I J S
De même : S I J S ] S I S \ S I J ] I S L S I ] I J S
D’où : ] S I ] I J S \ S I S ] S I J S \ S I ] I J S L U S S I S ] S I J S S \ S I ] I J S ^

1.1.3 Rappels de trigonométrie

Si _ ` a ` b désignent des réels quelconques :c d e X f ] _ Y L c d e _ g h i c X f ] _ Y L ] h i c _ g c d e X f W _ Y L ] c d e _ g h i c X f W _ Y L ] h i c _c d e j k O ] _ l L h i c _ g h i c j k O ] _ l L c d e _ g c d e j k O W _ l L h i c _ g h i c j k O W _ l L ] c d e _c d e X a W b Y L c d e a h i c b W c d e b h i c a g h i c X a W b Y L h i c a h i c b ] c d e a c d e bc d e [ _ L�[ c d e _ h i c _ g h i c [ _ L h i c O _ ] c d e O _c d e O _ LEmO X n ] h i c [ _ Y g h i c O _ LEmO X n W h i c [ _ Y
Si o p e _ et o p e Q _ [ R sont définis, on a aussi en posant q L o p e Q _ [ R :

c d e _ L [ qn W q O ` h i c _ L n ] q On W q O ` o p e _ L [ qn ] q O
Ces dernières formules seront démontrées en exercice et on pourra également établir les formules

donnant o p e X a W b Y en fonction de o p e a et o p e b et o p e [ _ en fonction de o p e _ .

5



Il résulte alors des définitions de module et argument que tout nombre complexe non nul s’écrit :| }�~ | ~ � � � � � � � � | � � � � � � � � � � | � � }�~ | ~ � � � � � � � � � � � �
Cette écriture est dite forme trigonométrique de | .
Proposition 1.1.5 —

1. � � � � | � }�� � � � � � �A| � � ��
2. � � � � | � }�� � � � � � �A| � � � �
3. � � � � | � } � � � � � � � ��| � � � ��
4. � � � � | � }�� � � � � | � � � � �
5. � � � � | | � � }�� � � � | � � � � � � | � � � � � � et pour � � ��� � � � � | � � } � � � � � | � � � � �
6. � � � �  | ¡ }�� � � � � | � � � � �
7. � � � ¢ || � £ }�� � � � | � � � � � � | � � � � � �

PREUVE — En notant � }�� � � � | � , � � } � � � � | � � et ¤ }�� � � � | | � � , on a :

1. � � � � | � }�� � � � � � �A| }�~ | ~ � �A| � � ��
2. � � � � | � }�� � � � � � �A| }�� ~ | ~ � �A| � � � �
3. � � � � | � } � � � � � � � ��| }�� ~ | ~ � ��| � � � ��
4. | }�~ | ~ � � � � � � � � � � � � }�~ | ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � } ��� � � � | � }�� � � � � � }�� � � � � | � � � � �
5. | | � }¥~ | ~ ~ | � ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �}¥~ | ~ ~ | � ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �}¥~ | | � ~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

D’où : � � � � | | � � }�� � � � � � � � }�� � � � | � � � � � � | � � � � � �
Et on en déduit immédiatement par récurrence sur � : � � � � | � � } � � � � � | � � � � �

6. | �  | ¡ }   } �A� � � � | � � � � � �  | ¡ }�� � � � � } ��� � � �  | ¡ }�� � � � � | � � � � �
7. � � � ¢ || � £ }�� � � � | ¦E | � ¡ }�� � � � | � � � � � � | � � � � � �
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1.1.4 Arguments d’un nombre complexe non nul

Définition 1.1.3 — Pour tout nombre complexe I L _ W r s appartenant à t u , on appelle argu-
ment de I et on note v w x X I Y tout angle y défini à [ z f près tel que :h i c y L _{ _ O W s O ` c d e y L s{ _ O W s O



O

M

Arg z

x

y

On a : µ ¶ ¶ ·¸ ¹ µ º�» ¼ ½ ¾ ¿ ½ º�µ À µ
et si
À Áº�Â Ã Ä ¶ · Å Ã ¶ ¶ ·¸ ¹�Æ º�Ç È É Ä À Æ Ê Ë Ì Í

Si on note
¶ ·Î

le plan vectoriel associé à
Î

muni de la base orthonormée
Ä ¶ · Å Ã ¶ · Ï Æ

, l’application¶ · ÐÒÑ Ó ¶ · ¶ ·Î
qui à tout complexe

À º�¼ ¾ Ô ¿
associe le vecteur

¼ ¶ · Å ¾ ¿ ¶ · Ï
est une bijection qui

permet d’identifier
Ó

et
¶ ·Î

. Pour tout
¶ · Õ

appartenant à
¶ · Î À º Ð Ö × Ä ¶ · Õ Æ

s’appelle aussi l’affixe de¶ · Õ
. Si
¹ Ä À Æ

et
¹�Ø Ä À Ø Æ

sont deux points du plan
Î

, on a les propriétés suivantes :¹
et
¹�Ø

sont symétriques par rapport à
¸

si et seulement si
À Ø º ¶ À¹

et
¹ Ø

sont symétriques par rapport à
Ä ¸ Ã ¶ · Å Æ

si et seulement si
À Ø º À¹

et
¹ Ø

sont symétriques par rapport à
Ä ¸ Ã ¶ · Ï Æ

si et seulement si
À Ø º ¶ À

1.1.6 Notation exponentielle

Pour tout Ù réel, on note : Ú Û Ü ºAÝ Þ ß Ù ¾�Ô ß à á Ù . Cette notation est justifiée par les propriétés
suivantes :

1 - Pour tout
Ä Ù Ã Ù Ø Æ â ã ½ on a :Ú Û Ü ä Ú Û Ü å ºæÄ Ý Þ ß Ù ¾ Ô ß à á Ù Æ Ä Ý Þ ß Ù Ø ¾ Ô ß à á Ù Ø ÆºçÝ Þ ß Ù Ý Þ ß Ù Ø ¶ ß à á Ù ß à á Ù Ø ¾ Ô Ä ß à á Ù Ý Þ ß Ù Ø ¾ ß à á Ù Ø Ý Þ ß Ù ÆºçÝ Þ ß Ä Ù ¾ Ù Ø Æ ¾ Ô ß à á Ä Ù ¾ Ù Ø Æ º Ú Û è Ü é Ü å ê

On en déduit en particulier par récurrence pour tout ë â ì :
í Ú Û Ü î ï º Ú Û ï Ü

2 - ð Ù â ã Ã Ú Û Ü Áº�Â et ñÚ Û Ü = ñÝ Þ ß Ù ¾ Ô ß à á Ù º Ý Þ ß Ù ¶ Ô ß à á ÙÝ Þ ß ½ Ù ¾ ß à á ½ Ù =
Ý Þ ß Ä ¶ Ù Æ ¾ Ô ß à á Ä ¶ Ù Æ º Ú Ö Û Ü

Il en résulte : ð ë â ò Ã í Ú Û Ü î ï º Ú Û ï Ü
Sous forme trigonométrique, cette formule est dite formule de Moivre et s’écrit :ð ë â ò Ã ð Ù â ã Ã Ä Ý Þ ß Ù ¾ Ô ß à á Ù Æ ï º�Ý Þ ß ë Ù ¾ Ô ß à á ë Ù
3 - ð Ù â ã Ã Ú Û Ü º ñ ó ô Ù â Ë Ì ò4 - ð Ù â ã Ã Ú Û Ü º Ú Ö Û Ü
5 - ð À â Ó Ã µ À µ º ñ ó ô�õ Ù â ã µ À º Ú Û Ü

On note :
ö�º�÷ À â Ó µ µ À µ º ñ ø º�÷ Ú Û Ü Ã Ù â ã ø
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1.1.5 Plan complexe

Soit § un plan affine réel rapporté à un repère orthonormé ¨ }T� © � � ª « � � ª ¬ � . L’application¤®­�¯ � ª § qui à tout complexe |�}A° ��� ±�� � ° � ± � �E� ² associe le point ³ de § de
coordonnées � ° � ± � dans ¨ est une bijection qui permet d’identifier ¯ et § . Le plan § est alors appelé
plan complexe . Si ³ et | sont associés par ¤ , ³ } ¤ � | � s’appelle l’image de | et | } ¤ � ´ � ³ �
s’appelle l’affixe de ³ . On note ³ � | � pour signifier que ³ est le point de § d’affixe | .



Finalement tout nombre complexe ù pourra s’écrire : ù úEû ù û ü ý þ avec ÿ ú�� � � � ù � . C’est la notation
exponentielle d’un nombre complexe qui n’est qu’une variante de la forme trigonométrique.

De la notation exponentielle, on déduit également les formules d’Euler :� ÿ � ��	 
 � � ÿ ú ü ý þ 
�ü � ý þ� 	 � � � ÿ ú ü ý þ ��ü � ý þ� �
Rappelons encore deux formules qui seront très utiles pour effectuer des calculs dans � :
1 - Sommation des termes consécutifs d’une suite géométrique
Pour tout � � � , on a :� 
 � 
 � � 
�� � � 
 � � ú �� � � � �

� ú � ! " 
 � si � ú �� � � � # $� � � si � %ú �
2 - Formule du binôme de Newton
Pour tout � & 	 ' � � � � et tout " � ( ) , on a :� & 
 ' � � ú+* ", - & � 
�* " � - & � � $ ' 
�* " � - & � � � ' � 
 � � � 
�* "" � � - & ' � � $ 
�* "" - ' � ú �� � � � * ". - & � �

� ' �
Cette dernière formule se démontre par récurrence en utilisant la formule de Pascal :

Pour tous entiers " et / tels que
� 0 / 0 " � ��1 * " / - ú+* " � �/ - 
2* " � �/ � � -

1.2 Racines carre d’un nombre complexe

1.2.1 Définitions
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1.2.3 Applications trigonométriques

1˚ Développement de Å Æ Ç � È ¥ Ç É Ê � È
D’après la formule de Moivre et la formule du binôme, on a :Å Æ Ç � È À Á Ç É Ê � È ��Ë Å Æ Ç È À Á Ç É Ê È Ì ® �

®· � ¸ ¹ Í � ¦ Î Ë Å Æ Ç È Ì ® ´ � Á � Ë Ç É Ê È Ì �
On obtient alors les développements de Å Æ Ç � È et Ç É Ê � È en identifiant parties réelles et imaginaires
dans cette égalité.

EXEMPLE — Å Æ Ç º È À Á Ç É Ê º È = Ë Å Æ Ç È À Á Ç É Ê È Ì »= Å Æ Ç » È À º Á Å Æ Ç Ã È Ç É Ê È « º Å Æ Ç È Ç É Ê Ã È « Á Ç É Ê » ÈD’où : Å Æ Ç º È = Å Æ Ç » È « º Å Æ Ç È Ç É Ê Ã È � Ï Å Æ Ç » È « º Å Æ Ç ÈÇ É Ê º È = º Å Æ Ç Ã È Ç É Ê È « Ç É Ê » È ��º Ç É Ê È « Ï Ç É Ê » È
2˚ Linéarisation de Å Æ Ç Ð È ¥ Ç É Ê Ð È ¥ Å Æ Ç Ð È Ç É Ê Ñ È ¥ Ë Ò ¥ Ó Ì � � Ã

On utilise la formule du binôme et les formules d’Euler.

EXEMPLE — Å Æ Ç » È = Ô �© Ë �   Õ À � ´   Õ Ì Ö »
=
�× Ë � »   Õ À º �   Õ À º � ´   Õ À � ´ »   Õ Ì

=
�Ï Ë Å Æ Ç º È À º Å Æ Ç È Ì
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Application à la résolution de l’équation du second degré dans �
Soit l’équation b � h � t P v q u P q � \ S avec b t T u T � h i � � � � � � . La décomposition canonique

du trinôme du second degré donne, puisque t �\ S :t P v q u P q � \ S w x�� P q uV t � v X u v X � t �� t v \ S w x�� P q uV t � v \ u v X � t �� t v� \�u v X � t � est le discriminant du trinôme. Si � désigne une des racines carrées de
�

, on voit que
les racines de b � h sont données par :P n \ X u q �V t et P v \ X u X �V t
Si
� \ S , � \ S et les deux racines sont confondues.

La somme des racines est : � \ P n q P v \ X ut , tandis que leur produit est : � \ P n P v \u v X � v� t v \ u v X b u v X � t � h� t v \ �t .
EXEMPLE — Résoudre l’équation b � h � r p v q�b � X � r h p X�� X r \ S
Le discriminant de cette équation est

� \�b � X � r h v q � r b � q r h \ � q � r dont les racines carrées
(calculées par la méthode précédente) sont � \�� b V q r h . Les racines de b � h sont alors données par :P n \ X b � X � r h q b V q r hV r \ V q r T�P v \ X b � X � r h X b V q r hV r \ U q � r

1.2.2




