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Espaces affines: Barycentres et convexité

& désignera un K-espace affine de dimension finie n associé a un K-espace vectoriel E.

1 Barycentres
Définition 1 1. On appelle point pondéré un couple (A,a) € € x K.
2. Etant donné m points pondérés (A1,0q), ..., (Am, am), on appelle systéme de points pondérés de & le
m-uplet A= ((A1,01),...,(Am, am)). Le scalaire o = i": «; est appelé le poids total de A.

i=1
On définit alors l'application

& — FE

FA : M — ZalMAi

i=1
appelée la fonction vectorielle de Leibniz associé a A.
Théoréme 2 Soit A= ((A1,1),...,(Am,am)) un systéme de points pondérés de £ de poids total a. Alors
o si =0, la fonction F 4 est constante.
e si v #£ 0, la fonction F 4 est bijective.

Preuve. Soient M, N € £. Alors

FA(M) —F_A(N) = ZaiMAi - ZO@N—& == Zai(MAi —m) == Zalm = Oém.
i=1 i=1 i=1 i=1

e Si =0, alors F4(M) = F4(N) pour tous M, N € £ et donc F4 est constante.

e Sia # 6>, alors F4(M) — F4(N) = 0 si et seulement si MN = ﬁ, c’est-a-dire M = N. Ainsi Fu
est injective. Par ailleurs, F 4 est surjective: Soit 7 € E. Montrons qu’il existe un point M € & tel
que Fu(M) = W. Si Fu(M) = U, alors Fa(A1) + A1 M = U et donc, comme o # 0, A, M =

1
— (= + F4(Ay). Cette dernidre relation défini un unique point M et celui-ci vérifie Fq(M) = .
!
([l
Définition 3 Soﬂf> A= ((A1,a1),. .., (Am, m)) un systéme de points pondérés de £ de poids total o # 0.

Alors le vecteur 0 a un unique antécédent G dans € par la fonction F4. On notera bar(A) ce point et on
Uappellera le barycentre du systeme A. En particulier,

G=bar(A) = Zai(ﬂ: = 6>
i=1

—_

I
e VYMeé& MG=- (Z%-MA@)
(67 ‘
1 m
— I MeE, MG == <Za¢MAi>
(67 :
Remarque. Si A = ((A1,a1),...,(Am,am)) un systéme de points pondérés de £ de poids total non nul et

G =bar(A), alors G € Aff(A1,...,A,,). En particulier:
e Si G =bar((A,«),(B,B)), a+ B #0, alors A, B et G sont alignés.



e SiG=bar((A,a),(B,p),(C,7)), a+ B8+~ #0,alors A, B,C et G sont coplanaires.

Proposition 4 Soit A= ((A1,a1),...,(Am,am)) un systéme de points pondérés de £ de poids total o # 0 et
notons G = bar(A). Alors

1. (Commutativité) Si on change l'ordre des points pondérés dans le systémes A, le nouveau systéme obtenue
garde le méme barycentre G et le méme poids total «.

2. Si on retire du systéme les points de poids nul (a; = 0), le nouveau systéme obtenue garde le méme
barycentre G et le méme poids total a.

3. (Homogénéité) Si on multiplie tous les poids a; par un méme scalaire A non nul, le nouveau systéme
obtenue garde le méme barycentre G et son poids total est \a.

4. (Associativité) Soit k € {1,...,m — 1} et supposons que B = a1 + ...+ ap # 0. Alors le barycentre
H =bar((A1,a1), ..., (Ag, ar)) est bien défini et

G= bar((H, 5)7 ((Ak+17 ak+1)7 EERE) (Ama am))
Preuve. Les deux premiers points sont faciles et laissés au lecteur.

Pour démontrer la propriété d’homogénéité, considérons A # 0. Alors

G=bar(A) < Zai@@ = 6> — A (Z aiEZZ> = 6) — (Ma;)GA; = ﬁ
i=1 i=1 ]

=1
— G =bar((A, \a1),...,(Am, o))
Posons A" = ((A1, 1), ..., (Am, Aayy)) le nouveau systéme de points pondérés obtenu. Le poids total de A’

m
est Z Ao; = A
i=1

Démontrons le dernier point. Notons G' = bar((H, 8), ((Ak+1,Qk+1)s- - -, (Am, ). Montrons que G’ = G.
Par définition du barycentre, on a:

m k m
ey — s =
. ﬂG/H + Z OZZ‘G/Ai = ﬁ <~ ZaiG’H + Z OéiG/Ai = 6>,
i=k+1 i=1 i=k+1
[ Z OZIHAL = 6>
i=1
En sommant ces deux égalités, on a
k m k k m
— —— — —— ——
ZaiG’H + OéiG/Ai + ZaiHAi = 6> <~ ZaiG’Ai + Z OéiG/Ai = ﬁ
i=1 i=k—+1 i=1 i=1 i=k+1
o
< ZO@G//L = 6>,
i=1
donc G’ = bar((A1,01),...,(Am,am)) = G. O

1
Remarque. Si on multiplie tous les poids par —, le barycentre reste inchangé et le poids total du nouveau
o

systéme est égal & 1 (avec la propriété d’homogénéité). Ainsi, lorsqu’un systéme de points pondérés est de poids
total non nul, on pourra toujours se ramener au cas ou ce poids est égal a 1.

Définition 5 Soit G le barycentre d’un systéme de points pondérés A = ((A1,1),..., (Am,am)). Sia; =
co. = =a #0, on dit que G est lisobarycentre ou le centre de gravité de A.

Théoréme 6 1. Soit F une partie non vide de £. Alors F est un sous-espace affine de € si et seulement
st tout barycentre d’un systeme de points pondérés de F est aussi un point de F. On dit alors que F est
stable par calcul barycentrique.

2. Soit X wune partie non vide de . Alors le sous-espace affine Af f(X) de € engendré par X est ’ensemble
des barycentres bar(A) des systemes de points pondérés A de X.



Preuve.

1. e =: Supposons que F est un sous-espace affine de £. Soient A = ((A1,1),...,(Am,q@n)) un
systéme de points pondérés de F de poids total a # 0 et G = bar(A). Alors, d’apres la définition 3,
on a
1 &K — — —
G=Ai+— > aiAAi € Ay + Vect(AAs, ... AjAy) = Aff(Ar, ... Ap).
i=2

Or Ay,..., A, € F et F est un sous-espace affine, donc Aff(A41,...,A) C F et on a donc bien
GeF.

e <——: Supposons que tout barycentre de points de F est aussi dans F. F # () par hypothese. Soit

-
A € F. Montrons que V = {AM; M € F} est un sous-espace vectoriel de E et on aura alors que F
est un sous-espace affine de &:

—Ae}',doncm:ﬁeVetV#@.
— Soient m,ﬁ € Vﬁu}vec M,N € F) et A € K. Montrons que erMW € V. Soit P le point
de & tel que /ﬁ:AMJr)um. Alors

AP =AM + MAN = AP = (AP + PM) + A(AP + PN)
e APA—PM—APN =0
— P =bar((AN), (M, —1),(N, ).

Remarquons que P est bien défini car A — 1 — X # 0. Comme A, M, N € F, on a par hypothese
Pe}‘etdoncﬁev.

2. Soit A € Aff(X), de sorte quon a Aff(X) = A+ Vect(AM, M € X).
Posons Y = {bar(A); A systémes de points pondérés de X}.
o Aff(X) C Y: Soit N € Aff(X). Alors AN e Vect(m;M € X) et donc il existe n € N*,
Moo An €K, My, My, € X tels que AN = S \AM,. Alors
i=1

AN =S AAN, e AN =3 OAAN 4 SOANI
i=1 i=1 =1

— 0-Y ANALS N =T
i=1 =1

n

= N=bar((A, 1= X),(My, M), ..., (M, \n))
=1
= NeY

oY C Aff(X): Soit G € Y. G est donc le barycentre d’un systéme de points pondérés de X et
donc de Aff(X) (car X C Aff(X)) et comme Aff(X) est un sous-espace affine, le premier point
implique G € Af f(X).

(]
Exemples.

1. Soient A,B € £, A # B. Alors:
(AB) = {bar((A,q),(B,B)); (a,8) € K* a+ B # 0}
= {bar((4,0),(B,)); (e, ) e K}, a + =1}

2. Soient A, B,C € £ non alignés. Alors:

(ABC) = {bar((A,0),(B.B),(C,7)); (e B,7) €K’,a + B+ # 0}
= {bar((4,0),(B,B), (C;7))i (e, B,7) €K, a + B+ =1}

Proposition 7 Soit R = (Ao, ..., A,) un repére affine de £. Alors tout point M € &€ s’écrit de fagon unique
sous la forme M = bar((Ag, ), ..., (An,an)) avec ag + ...+ ay, = 1. Le (n+ 1)-uplet (ap, ..., a,) s’appelle
le systéme de coordonnées barycentriques de M dans le repére R.



Preuve. Si R est un repere affine, Aff(R) = &, donc pour tous M € &, il existe (ag,...,a)) € K" tels que
n
M = bar((Ao, af), ..., (An,al)) et Z o} # 0 (avec le théoreme 6). Avec la propriété d’homogénéité du barycen-

i=1
tre, on en déduit que pour tous M € &, il existe (ay,...,a,) € K" tels que M = bar((Ag, ), .-, (An,an)) et

ZO@ =1.
i=1
Montrons l'unicité de (ag,...,a,). Supposons G = bar((Ag, o), .., (An,an)) = bar((Ao, Bo)s - - - (An, Br))

avec iai = iﬁi = 1. Alors
i=1

i=1

—
0Ay) est une base de

n
—_— e
et de méme, Aoii = ZﬁiAoAi- Comme (Ao, ..., A,) est un repere affine, (ApAy,...,
i=1
FE et donc par unicité de I’écriture dans cette base du vecteur AOZ?7 on a a; = f3; pour tout 1 < i < n. Enfin,

Oé():l*zaiilfzﬂi:ﬂo. O

1<i<n 1<i<n

Proposition 8 1. Soit R = (Ao, ..., A,) un repére affine de £. Alors R' = (Ao, ApA1, ..., AgAp) est un

repére cartésien de €. Et pour tout point M, si (ag, ..., q,) est le systéme de coordonnées barycentriques
de M dans R, alors (aq,...,an) est le systéme de coordonnées cartésiennes de M dans R’.

2. Réciproquement, si R' = (O, ... ,e_n>) est un repére cartésien de E, alors R = (0,0 + e, 0+ e_n>)
est un repére affine de €. Et pour tout point M, si (x1,...,2,) est le systeme de coordonnées cartésiennes
de M dans R, alors (1 —xqy — ... — Tp,x1,...,&,) est le systéme de coordonnées barycentriques de M

dans R.

Preuve.
1. Comme R = (Aop,...,A4;) est un repere affine de &, (ApAi,...,ApA,) est une base de E. Donc
R’ = (Ao, ApAi, ..., ApA,) est un repere cartésien de €. Soit M un point de coordonné barycentrique
n n
s —
(g, ..., 0p) dans R. Alors M = bar((Ao, ag), - - -, (An, ap)) et Z a; = 1. On adonc AgM = Z a; AgA;.
i=1 i=1
Donc (aq,...,ay) est le systéme de coordonnées cartésiennes de M dans R'.

2. Soit R’ = (O, e, .. .,e_n>) un repere cartésien de £. Pour 1 < ¢ < n, on note 4; = O + e/ de sorte que
R = (0,4,,...,4,). Comme pour tout i, OA; = e_f, on en déduit que (OA4;,...,0A4,) est une base
de E, d’ou (Ay,...,A,) est bien un repeére affine de €. Si (z1,...,2,) est le systéme de coordonnées
cartésiennes de M dans R’, alors

Donc

i=1 i=1

Donc M = bar((O,1—x1 —...—xp), (A1,21),. .., (An, Tn)) et comme la somme des poids est 1, (1 —z1 —
cei— Ty, T1,...,Ty) est le systéme de coordonnées barycentriques de M dans R.

O

Proposition 9 Soit £’ un deuziéme K-espace affine. [ : € — &' est une application affine si et seule-
ment si, pour tout systéme de points pondérés de € de poids total non nul, f(bar((A1,a1),...,(Am,am))) =

bar((f(Al)a al)a R (f(Am), am))'

Preuve.



e Supposons [ affine. Soient A € £ et A’ = f(A). Considérons le barycentre G = bar((A1, 1), ..., (Am, am))
d’une famille de points pondérés. Notons G’ (respectivement A}) les images des points G (respectivement
A;) par f. On a:

G = f(G)=f(A+AC)=f(A+ Zaﬂb = F(A) + T (Y aidd)

= A+ AL = A+ A A
=1

1=1

. - 7 , . . .
On en déduit que A'G’ = Z%‘A A; et que G’ est le barycentre de la famille de points pondérés

(Apan), . (Apam).

e Réciproquement, supposons que f conserve le barycentre. Soient A € £ et A’ = f(A). Pour tout U € E,

notons 7(7) le vecteur de E’ tel que f(A+ ) = A’ + ?(7) Montrons que I'application 7 E— E
ainsi définie est linéaire, ce qui montrera que f est affine.
Soient @,V € E et A\, pu € K. Considérons M = A+ W et N = A+ ¥. Posons M’ = f(M), N' = f(N).
Soit G = bar((A,1—X—pu), (M, ), (N, u)) de sorte que AG = )\AM+;MU\/)' AU + p 0. Par hypothése,
G' = F(G) = bar((4',1 = A = ), (M'.X), (N, ). Alors A'G/ = )\A’M’ WAN = \F (@) + 1 f (D).
CommeA’G’*?m,ona? /\7+u7 )\? +,u7

O

Proposition 10 Considérons toujours £ un deuziéme K-espace affine. Supposons £ muni d’un repére affine
(Ao, ..., A,) et soient (By,...,By) des points de E'. Il existe une unique application affine f : € — &’ telle que

f(A;) = B; pour tout i. De plus, f est un isomorphisme si et seulement si (By, ..., By) est un repére affine de
&'

— —
Preuve. Comme (AgAy,...,AgA,) est une base de E, il existe une unique application linéaire ? de E dans

E’ telle que pour tous 1 < i < n, 7(A0AZ-) = BO—B: On définit alors I'application affine f : £ — &’ tel que
f(Ap) = Bg et pour tous M € &, f(Ap + m) = By + ?(m) Par définition, f est affine et pour tous
Pour que f soit un isomorphisme, il faut et il suffit que 7 soit un isomorphisme d’espaces vectoriels, c’est-a-dire
que les vecteurs f (AgA;) = ByB; constituent une base de E ou encore que (By,...,B,) soit un repere affine

de &'. O
2 Convexité

Dans la suite, on prendra K = R.

Proposition 11 Soient A, B € £. On défini alors l'ensemble [AB], appelé segment [AB], comme suit:

[AB] = {bar((4,a),(B,f));a,8 €eRT,a+ =1}
= {bar((4,a),(B,1-0a));0<a <1}
= {bar((A4,1-0),(B,p));0< B <1}
— [A+MB0<A<1)

On notera |AB| l'ensemble [AB]\ {A,B} = {A+ )\E;O <A< 1}

Définition 12 Une partie X de & est dite conveze si, pour tous A,B € X, [AB] C X.

Remarque. 0, £ et tout sous-espace affine de € sont des parties convexes de £.

Proposition 13 1. L’adhérence et l'intérieur d’une partie conveze est conveze.
2. Une convexe est connexe par arcs donc conneze.

3. L’intersection de parties convezes est conveze.



Preuve. La démonstration est facile et laissée au lecteur. O

Définition 14 Soient Aq,..., A, € £. On appelle combinaison convexe des A; un point de £ de la forme
bar((Ar,a1),..., (Am, ) avec aq, ..., ap € RY.

Proposition 15 Une partie X de £ est convexe si et seulement si toute combinaison convexe de points de X
est ausst dans X.

Preuve.

e —: Supposons X convexe. Montrons par récurrence sur m > 1 que toute combinaison convexe G =
bar((Ar,a1),..., (Am, ) de X, ont Ay,..., Ay € X et aq,..., 0, € RY, appartient a X. Sim =
1, alors G = Ay € X. Soit m > 1 et soit G = bar((A1,01),...,(Am,@m)), ot Ay,..., A, € X et
ai,...,a, € R sont tels que ag + ... + a,, = 1. Notons G' = bar((A1,),...,(An—1,Qm-1)). Par
hypotheése de récurrence, G’ € X. Par ailleurs, par associativité du barycentre, on a G = bar((G', a1 +
cootam—1), (Am, ap)). Comme oy +...4+a,—1 > 0et ay >0, onadone G € [G'A,,] (avec la proposition
11). Or G', A, € X et X est convexe donc [G'A,,] C X, d’ou G € X.

e Supposons que toute combinaison convexe de points de X est aussi dans X et montrons que X est convexe.
Soient A, B € X. Par définition, les points de [AB] sont des combinaisons convexes de {A, B}, et donc
des combinaisons convexes de points de X. L’hypothese implique alors que tout point de [AB] est dans
X, c’est-a-dire que [AB] C X.

O

Proposition 16 L’image directe et [’image réciproque d’une partie convexe par une application affine est con-
veze.

Preuve. C’est une conséquence des propriétés 9 et 15. O

Proposition 17 Soit X une partie de E.

1. L’intersection de toutes les parties convexes de £ qui contiennent X est la plus petite partie conveze de €
qui contient X. On Uappelle lenveloppe convere de X et on la note Conv(X).

2. X est une partie convexe de £ si et seulement si Conv(X) = X.
3. S1Y est une partie de & telle que X CY, alors Conv(X) C Conv(Y).
Preuve.

1. Notons Cx l'ensemble de toutes les parties convexes de £ qui contiennent X et C = ﬂ C. Comme tout

CeCx
C € Cx contient X, X C C. Et le troisieme point de la proposition 13 implique que C est un convexe.

Soit Y un convexe contenant X. Alors Y € Cx et donc C C Y.

2. Si X est convexe, alors X € Cx et donc Conv(X) = ﬂ C C X. Comme on a toujours X C Conv(X),
CeCx
on a l’égalité. Réciproquement, X = Conv(X) et Conv(X) est convexe par définition. Donc X est
convexe.

3. Comme Y C Conv(Y), X C Conv(Y) et par minimalité de Conv(X), on en déduit que Conv(X) C
Conv(Y).

O

Proposition 18 Soit X une partie de €. Alors Conv(X) est ’ensemble de toutes les combinaisons convexes
de points de X. Autrement dit,

Conv(X) = {bar((A1,01),. .., (Am,am));m e N ay, ..., € RT, Ay, ... Ay € X}
Preuve. Notons A ’ensemble
{bar((Al,ozl), ey (Am,am));m € N*,Oél,. o, € Ri,Al, .. .,Am € X}

e A C Conv(X): Conv(X) est convexe donc la proposition 15 implique que toute combinaison convexe de
points de Conv(X), et en particulier ceux de X, est dans Conv(X).



o Conv(X) C A: 1l suffit de montrer que A est une partie convexe contenant X.
X C A car tout A € X peut s’écrire A = bar((A,1)).

Montrons que A est convexe. Soit A4, B € A et montrons que [AB] C A. Soit G = bar((A, ), (B, 1))

avec \, u € R tel que A + g > 0. Par définition de A, il existe m,n € N*, Ay,..., A, B1,...,B, € X,

Q1. O, B, ..., B € RY tels que A = bar((Ay, a1), ..., (Am, ) et B =bar((B1,51), .-, (Bn, Bm))-
m

La propriété d’homogénéité des barycentres permet de supposer que Z o; = Z B; = 1. Alors
i=1 i=1
- SiA=0,G=bar((A,X),(B,pn)) =B € A. De méme si = 0.
— SiXet p>0. Alors

bar((A1, A1), ..., (Am, Aam), (B, 1B1),s -« oy (Bn, piBn))

bar ((bar((Ala 041), sy (Ama am))a >‘)7 (bar((Bla 51)7 ceey (Bna ﬂn))a /u))
bar((A, A), (B, p))

= G,

en utilisant I'associativité du barycentre a la premiere égalité et I’homogénéité de barycentre a la
deuxieéme. Ainsi, G est bien exprimé comme un élément de A.

O
Exemples. Conv(p) =@, et pour A, B,C € £ non alignés, on a

o Conv({A}) = {A}.
e Conv({A, B}) = [AB].
e Conv({A, B,C}) est le triangle ABC' dans le plan affine engendré par A, B, C.



