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Espaces vectoriels préhilbertiens complexes

Dans tout ce cours, on travaille sur le corps des complexes C et E désigne un C-espace vectoriel.

1 Produits scalaires et espaces préhilbertiens

1.1 Formes sesquilinéaires hermitiennes et formes quadratiques
Définition 1 Etant donné un C-espace vectoriel E, on appelle:
1. forme sesquilinéaire hermitienne toute application B : E x E — C telle que :
e application x € E — B(x,y) € C est semi-linéaire pour tout y € E: ¥ A\, o € C,V x1, 20,y € E,
B(Ma1 + A2, y) = M B(x1,y) + A2 B(a, ).
e application y € E — B(x,y) € C est linéaire pour tout x € E: ¥ A\, 2 € C,V z,y1,y2 € E,
B(z, My1 + Aaye) = M B(z, 1) + A2 B(x, y2).

e ['application B est hermitienne: ¥V x,y € E, B(y,z) = B(x,y).

2. forme quadratique sur E toute application Q : E — C pouvant s’écrire sous la forme Q(x) = B(x,z) pour
au moins une forme sesquilinéaire hermitienne B.

On la notera alors Q = Qp et on dit que c’est la forme quadratique associée o B.

Remarques. Si B est une forme sesquilinéaire hermitienne, si QQ = @p est la forme quadratique associée, on
avVipeCVayekE,

QO + py) = [A* Q(x) + 2Re(\uB(x,y)) + [1u]* Q(y).
En faisant A\=1et u=+1,ona: Vz,y € E,
Qlz+y) = Qx)+2Re(B(z,y)) + Qy)
Qz—y) = Qz)—2Re(B(z,y)) + Qy)
En faisant A\=1et y==+i,ona: Va,y € E,
Qlz+iy) = Qz)—2Im(B(z,y)) + Q(y)
Qlz—iy) = Qz)+2Im(B(z,y)) + Qy)

On en déduit Iexpression de B en fonction de Q: V z,y € E,

Blr.y) = 1(Q( +9) ~ Qw — ) + £(Q(x — iy) ~ Qa + i) (1)

Cette seule forme sesquilinéaire hermitienne B telle que Q = Qg est la forme polaire de Q.

Proposition 2 L’application B — Qp, qui associe a toute forme sesquilinéaire hermitienne B sa forme quadra-
tique associée Qp, réalise un isomorphisme de l’espace vectoriel des formes sesquilinéaires hermitiennes de E
sur celui des formes quadratiques de E.

Preuve. L’application B — @Qpg est linéaire car si A;,\s € C et By, By sont deux formes sesquilinéaires
hermitiennes, on a @Qx,B,+x,B, = M@ B, + A2@ B, puisque :

VxeFE, ()\131 + )\QBQ)(.T, CL‘) = )\131(,%,.’17) + )\QBQ(I,Z‘).

L’application B — @Qp est bijective car pour toute forme quadratique @, il existe une forme sesquilinéaire
hermitienne B telle que Q = Qp, autrement dit telle que Q(x) = B(x,z) pour tout z. B est nécessairement
unique car donnée par la relation (1). O

Remarque. Comme B(x,z) = B(xz,x), pour tout vecteur z € F, la forme quadratique Qp(z) = B(z,z) € R.



Définition 3 On considére une forme sesquilinéaire hermitienne B sur E et la forme quadratique associée
Qp: E— R. On dit que la forme sesquilinéaire hermitienne B, ou quadratique Qp est:

e positive si pour tout x € E, Qp(x) = B(z,z) > 0.
e définie positive si pour tout © € E\ {0g}, Qp(z) = B(z,z) > 0.
e négative si pour tout x € E, Qp(x) = B(z,x) <0.

e définie négative si pour tout x € E\ {0g}, Qp(z) = B(z,z) <O0.

Proposition 4 (Cauchy-Schwartz) Soient une forme sesquilinéaire hermitienne B sur E et la forme quadra-
tique associée Qp. Si B est positive (et donc Qp aussi), alors: ¥ z,y € E,

|B(z,y)| < vQp(2)V@B(Y)-

Cette inégalité est une égalité lorsque x et y sont proportionnels, et c’est le seul cas d’égalité si B est de plus
définie positive.

Preuve. Considérons la fonction de C dans C définie pour tout complexe A par:
FN) = Qe —y) = |\” Qr(x) — 2Re(AB(x,y)) + Qp(y).

Cette fonction est & valeurs positives puisque la forme quadratique Qp est positive. En choisissant A = te?¥ ou
t est un réel et ou 6 désigne un argument de B(zx,y), on a:

FO) =1°Qp(x) — 2t|B(z,y)| + Qp(y)-
Deux cas peuvent alors se présenter :
e si Qp(x) #0, la fonction f est un polynéme du second degré & valeurs positives, d’ou:

A =4((B(z,y)* - Qp(z)Qp(y)) <0.

On en déduit 'inégalité de Cauchy-Schwartz :

|B(z,y)| < VQp(2)VQ@B(Y)-

e SiQp(r) =0,ona f(te’?) = —2tB(x,y)+Qp(y) et f est a valeurs positives. On en déduit que B(x,y) = 0,
sinon f changerait de signe sur R. On en déduit 'inégalité de Cauchy-Schwartz, qui s’écrit 0 < 0.

Si x et y sont liés, on a bien entendu 1’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwartz. Si on suppose de plus @p
définie positive, c’est le seul cas ou I’égalité est réalisée car si x = O, alors = et y sont liés, et si x # 0, ’égalité
signifie A = 0, ce qui établit que le trinéme f a une racine double \g et Qp(Aoz —y) = 0, d’ott y = Apz. (]
1.2 Produits scalaires complexes

Définition 5 On appelle produit scalaire sur E toute forme sesquilinéaire hermitienne définie positive, qu’on
notera en général (-, ).

On dit qu’un tel couple (E,{(-,-)) est un espace préhilbertien complexe, et qu’il est hermitien si de plus Uespace
vectoriel E est de dimension finie.

Exemples

e Le produit scalaire canonique sur C™ est défini par :
(r,y) = Tiy1 +Tay2 + . .. + Tnln.

e Soit w : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b], strictement positive sur |a,b[. Alors on définit un
produit scalaire sur C([a, b], R) en posant:

b
(f.9)= / F)g(t)w(t)dt.

On vérifie que (-, -) est sesquilinéaire hermitienne, définie positive.



Proposition 6 Si(-,-) est un produit scalaire sur E, on peut définir une norme sur E, dite norme hilbertienne
ou hermitienne associée, en posant:
|z ([= v/ (z,z).

Preuve. L’application ||  |= \/(z,z) est bien une norme car:

e VueFE, sil|al|=0alors z=0g car (-,-) est définie positive.

e VAEC,YaeE, || Ax|l=/(Az, Az) = /A (z,2) = |\ | = ||.

e Il reste & établir I'inégalité triangulaire pour z,y € E. Comme Re({(z,y)) < |{z,y)|, I'inégalité de Cauchy-
Schwartz donne :

Iz +y?

(x+y,z+7y)

|« |1 +2Re((z, )+ || y |12
faP+2 =yl + 1yl
(B2 A

INIA

O

Proposition 7 Si (-,-) est un produit scalaire sur E, alors la norme associée vérifie I’égalité suivante, appelée
égalité du parallélogramme: ¥ x,y € E,

lz+yl?>+lle—ylP=2]l*+21y|>.

Preuve. Laissée en exercice. O

2 Orthogonalité
Dans la suite, (E, (-,-)) est un espace préhilbertien complexe.

2.1 Vecteurs orthogonaux

Définition 8 e On dit que deuz vecteurs x ety de E sont orthogonauz si (z,y) = 0.

e On dit qu’une famille de vecteurs (v;);cr de E est orthogonale si:
Vi,j S I, 275.], <U,‘,’Uj> =0.
e Une famille orthogonale de vecteurs (v;)ier de E est orthonormale si de plus pour tout i € I, (v;,v;) = 1.

Proposition 9 (Théoréme de Pythagore) Pour toute famille orthogonale de vecteurs (v1,...,vx) de E, on a:

2

k
D v
i=1

k

2

=> Il
i=1

Preuve. Les propriétés du produit scalaire et 'orthogonalité des vecteurs vy, ..., v, donnent :
k 2k ok k
2
Y uill =D (v = fluill*
i=1 i=1 j=1 i=1

U
Remarque. On sait que ||z + y||> = ||lz||* + ||yl|> + 2Re((z, y)). Si z et y sont orthogonaux, on a ||z + y||* =
#|* + ||y||* mais la réciproque est fausse.

Proposition 10 Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls (v;)ier de E est libre. En particulier, toute
famille orthonormale est libre.



Preuve. Formons une combinaisons linéaire nulle de la famille orthogonale de vecteurs (v;);c; de E: soit
(M\i)ier une famille de scalaires presque nulle telle que

Z/\i’l}i = OE
iel

En faisant le produit scalaire par un vecteur v;, j € I, on a:

<vj,2)\ivi> = Z)\l <’Uj,1)i> =0.

i€l iel

Par orthogonalité de la famille (v;);er, il reste A; ij||2 =0, d’ott A\; =0 car v; # 0. O

2.2 Existence de bases orthonormales en dimension finie

Définition 11 On appelle base orthonormale de E toute famille orthonormale de vecteurs (e;)icr formant une
base de E.

Remarques.

e Comme une famille orthonormale est nécessairement libre, une telle famille forme une base orthonormale
de F si et seulement si elle est génératrice dans F.

e En particulier, si E est de dimension finie n, alors une famille orthonormale de n vecteurs de E forme
nécessairement une base orthonormale de FE.

Proposition 12 Tout espace préhilbertien complexe de dimension finie (c’est-a-dire tout espace hermitien) non
réduit au vecteur nul admet des bases orthonormales.

Preuve. Raisonnons par récurrence sur la dimension de F.

Si E est de dimension 1, il suffit de prendre un vecteur unitaire.

Montrons que, si un espace préhilbertien de dimension n — 1 admet des bases orthonormales, un espace
préhilbertien E de dimension n admet aussi des bases orthonormales. Soit e, un vecteur unitaire de E.
L’application  — (e,, x) est une forme linéaire et son noyau H est un hyperplan de E. D’aprés 'hypothese de
récurrence, H admet au moins une base orthonormale (e, ...,e,—1). On vérifie enfin que (eq,...,e,—1,€,) est
une famille orthonormale de E de n vecteurs, donc une base orthonormale de E. (I

Il existe une version ”orthonormale” du théoréme de la base incomplete:

Proposition 13 Toute famille orthonormale d’un espace préhilbertien E de dimension finie peut étre complétée
en une base orthonormale de E.

Preuve. Toute famille orthonormale (e1, ..., ep) est libre donc p < n. Pour la compléter en une base orthonor-
male de E, on cherche des vecteurs orthogonaux a ey, ..., e, qui appartiennent donc & Hy N...N H, ot Hj, est
Ihyperplan noyau de la forme linéaire  — (e, ).

L’intersection de ces p hyperplans indépendants Hj, est un sous-espace de dimension n — p qui admet une base
orthonormale (ep11,...,ey,). Montrons que la famille (eq,...,e,) est orthonormale:

e sil<i<j<p, (eej)=0car (er,...,e,) est orthonormale.

esil<i<p<j<n, (e,e;)=0care; € HiN...NH, C H,.

o sip<i<j<mn,(e,ej)=0car (ept1,...,ep) est orthonormale.
Ainsi, (e1,...,e,) est une famille orthonormale de n vecteurs, c’est donc une base orthonormale de E. (Il
Proposition 14 On suppose que E est de dimension finie n rapporté a une base orthonormale B = (e, ..., en).

Pour tout couple x = x1e1 + ...+ xpe, ety =y161 + ... +ype, de E, on a:
_ _ 2 2 2
<l‘,y> =Z1Y1 + ...+ Tnln et Hx” = |J31| +.o 4+ |In| .
De plus, pour tout x dans E, on a :

x={er,xyer + ...+ (en, ) e,.



Preuve.

n n n n n
oy) = <zmiei,zyjej> S ) = 3
i—1 j=1 i=1

i=1 j=1

On en déduit en particulier [|z|° = |z1]° + ... 4 |z |*.
De plus, en faisant le produit scalaire de x avec les e, on a:

n
(ex, x) = <6k,zxi€i> = Z% (ex, €i) = mx.
i=1 i€l

On en déduit z = (e, x) e1 + ...+ (€n, T) €n. O

2.3 Sous-espaces orthogonaux et projecteurs orthogonaux

Définition 15 On appelle orthogonal d’une partie non vide A de E l'ensemble A+ des vecteurs x orthogonauz
a tous les vecteurs de A, c’est-a-dire:

At ={z€FE | YacA, (a,2) =0}.
Remarques.

e {0p}t = Eet EX = {0g}. En effet, pour la deuxieme égalité, si z € E+, comme x € E, z est orthogonal
a lui-méme, donc (z,z) = [|z||* = 0 et # = 0.

e Ainsi, on a ’équivalence suivante:
Ma€ekE, (a,z) = (a,y)) <= (x =y).

Eneffet,siVa € E, (a,z) = (a,y), alors x—y est orthogonal & tout vecteur a € E, donc z—y € E+ = {0}
etz =1y.

Proposition 16 L’orthogonal A+ d’une partie non vide A de E est un sous-espace vectoriel de E, et on a
Uinclusion A C (AJ-)J'.
Lorsque A est un sous-espace vectoriel de E, la somme A ® AL est directe.

Preuve.

e L’ensemble A est non vide car 0 € A+, Il est stable par combinaison linéaire: Si A\, u € C, si z,y € A,
alors Va € A,
(@, Az + py) = Aa,x) + p{a, y) = 0.

e Ona AC (AJ-)L carsia € A, Vo€ AL,
(a,z) =0, donc (z,a) =0
et on en déduit que a € (AL)L, ce qui établit 'inclusion.

e La somme A + AL est direct puisque AN AL = {0g}. En effet, siz € AN AL, ona (z,2) = ||lz]|° = 0
donc z = 0g.

O

. . . . 1
Remarques. Lorsque F' est un sous-espace vectoriel de E et E de dimension finie, on montrera que F' = (FJ-)
et E = F @ FL. Par contre, en dimension infinie, ces égalités ne sont plus toujours vérifiées.

Définition 17 On dit que les sous-espaces d’une famille (F;);er sont supplémentaires orthogonauz si :
e ils sont supplémentaires dans E, c’est-a-dire E = @iel F;.
e ils sont orthogonaux deuz & deuz, c’est-a-dire ¥ (v;,v;) € F; x Fj, (i # j) = (v;,v;) = 0.

On appelle alors projecteurs orthogonautr associés a ces supplémentaires orthogonauz la famille des projecteurs
(pi)ier sur les sous-espaces vectoriels F; dans la direction de la somme directe orthogonale des autres.



Proposition 18 Pour tout sous-espace vectoriel de dimension finie F, les sous-espaces F' et F- sont supplémentaires
orthogonauz, et si (e1,...,e,) est une base orthonormale de F, alors la projection orthogonale d’un vecteur x

sur F (dans la direction F*) est :

pr(z) = Z<€k73«”> k-

k=1

Preuve. Si on le munit du produit scalaire induit par celui de E, F' est un espace préhilbertien de dimension
finie et on sait qu'’il admet des bases orthonormales (eq,...,e,). Pour montrer que £ = F @ FL on raisonne
par analyse-synthese.

e Analyse: Considérons un vecteur t =y + 2z € F + F~*.

Commey € F,y=1y1e1+...+Ynen €t 2 =0 —yie1 + ...+ ynen € F+. Alors pour tout 1 < k < n,

<€k,Z> = <€k,$> - <ek‘7y161 + ... +yn€n> = <€k,$> —Yr = 0.

La décomposition de = est donc unique (donc la somme F + F* est direct) et est donnée par la formule

suivante :
n n
T = Z (er,x) er + (a: - Z <ek,x>ek> .
k= k

1 =1
e Synthese: Considérons un vecteur x € E et décomposons-le sous la forme x = y + 2z avec

n

n
y:2<ek,x>ek et z:fo(ek,:@ek.

k=1 k=1

y € F puisqu’il est combinaison linéaire de ej,...,e,. z € F* puisqu’il est orthogonal & la base
(€1,...,e,). Ainsi, tout vecteur x € E appartient & F @ F*.

Ainsi, E = F @& F*. De plus, la formule obtenue montre que la projection orthogonale d’un vecteur x sur F est

donnée par la formule:
n

pr(x) = Z (er,x) ek.

k=1
O

Proposition 19 (Orthonormalisation de Gram-Schmidt) Pour toute suite libre (vg,v1,...,Un,...) de vecteurs
de E, il existe une et une seule suite (eg,e1,...,en,...) dite orthonormalisée de Gram-Schmidt telle que:

e la famille (eg,e1,...,€n,...) est orthonormale.

eV k>0, Vect(eg,e1,...,ex) = Vect(vg,v1,...,0k).

eV k>0, (ex,vr) > 0.
Preuve. Construisons la suite (eg, ey, ..., e,) par récurrence sur n.
Si n =0, on prend pour e; le vecteur ”Z—SH
Supposons (eg, €1, ..., e,—1) obtenus et considérons e,, vérifiant :

o Vect(eq,...,en) = Vect(vg,...,vp),

e ¢, est orthogonal a Vect(ey,...,en—1) = Vect(vo,...,vn-1),

e ¢, est unitaire.
Les deux premieres conditions sont réalisées si et seulement si e, dirige la droite de Vect(vy,...,v,) qui est
orthogonale a Vect(eq,...,e,—1) = Vect(vg,...,vn—1). Un vecteur directeur de celle-ci s’obtient en étant & v,
sa projection orthogonale sur Vect(eg, ..., en—1), égale & p,_1(vn) = (€0, vn) €0+ ..+ (€n—1,Vp) €n—1. Les deux

premieres conditions sont donc réalisées si et seulement si

e = 1ty — pu1(v4), avee u # 0.

Ce vecteur e,, est unitaire si || =|| v, — pn—1(vn) ||7'. Remarquons que || v,, — pr—1(vy) || est non nul car sinon

v, € Vect(eg,...,en—1) = Vect(vy,...,v,—1) et la famille (vg,...,v,,...) ne serait pas libre, contrairement a
I’hypothese.



Le scalaire ;1 est ainsi fixé & un facteur e?? pres.

La derniére condition détermine alors y car 'égalité v,, = p= e, +pn_1(vy,) implique (e, v,) = <en, wle, + pn,l(vn)> =
=t de sorte que (e, v,) > 0 si et seulement si p=! > 0 c’est-a-dire pu > 0.
Comme |u| =|| vp — pn_1(vn |71, cette condition équivaut & p =|| v, — pn—_1(v, ||7*. Finalement, e, vérifie
I’ensemble des conditions de la proposition si et seulement si

Uy, — Ppn—1(Vn) Uy, — (€0,Vn) €0 — -+ — (€n—1,Vn) €n—1

€n = = .
" H Un 7pn—1(vn) || || Up — <607Un> €0 — ... — <en—1;vn> €n—1 H

O

Proposition 20 On suppose que E est de dimension finie. Pour tout sous-espace vectoriel F' de E, on a
E=F@QFt etF= (FL)L. En particulier, dim(E) = dim(F) + dim(F%1).

Preuve. Comme FE est de dimension finie, ses sous-espaces F' le sont aussi. D’apreés la proposition 18, F' et
F sont supplémentaires orthogonaux, c’est-a-dire £ = FOFL. On en déduit que dim(E) = dim(F)+dim(F*).

On a comme d’habitude F' C (F J‘)J‘ et ces sous-espaces sont égaux car ils ont méme dimension puisqu’on a
dim ((F4)") = din(B) — dim (F*) = dim(F). 0

2.4 Inégalité de Bessel, égalité de Parseval

Proposition 21 Pour tout sous-espace vectoriel F' de dimension finie, la projection orthogonale pp(x) d’un
vecteur x de F' est l'unique vecteur réalisant la distance de x a F :

|z —pr(z) |=nf{|z-y| | yeF}

De plus, si (eg,e1,...,en) est une base orthonormale de F, la distance de x a F est :

n

da, F) = |l > =3 lfex, o).

k=0
Preuve. Pour tout vecteur y appartenant a F, on a:

r—y=(z—pr(z))+ (pr(r) —Y).

Comme pr(z) est la projection orthogonale de z sur F', on a pr(z) € F et x —pp(x) € F+. Donc pr(z)—y € F
et * — pp(z) € F et le théoreme de Pythagore donne:
[ 2.

Iz =y *=ll &= pr) I* + | pr(z) —y [Pl © = pr(z)

Donc || z — y [|>|| # — pr(x) || avec égalité pour || pr(x) —y ||= 0, c’est-a-dire y = pr(z). On en déduit que
d(z,F) =l v —pr(z) |=nf{|z —y || | ye F}.
Comme (eq,...,e,) est une base orthonormale de F', on a pp(z) = z": (eg,x) ex. Comme le théoreme de
k=0
Pythagore domne | z 7= 2 — pr(2) |2 + || pr(2) 2 et || pr(z) 2= S lfex, 2)% , on a

n

d(z, F) =|| @ = pr(2) |= |2 2 =D ler, 2)[*

k=0

O

Proposition 22 (Inégalité de Bessel) Pour toute famille orthonormale (e,)nen de E, on a, pour tout x € E,

+oo
> lewz)* <[« || (2)
k=0

et la distance de x au sous-espace Vect(ep)nen est

“+oo
l 2 = ew z)|* > 0. 3)
k=0



n
Preuve. La famille (eq, ..., e,) est une base orthonormale de F,, = Vect(eo,...,e,). Comme z, = Z (er, x) ex
k=0
est la projection orthogonale de z sur F},, on a:
2

2
=2 Hew, )|
k=0

n

Z (ex, ) ex

k=0

lo 2=l @n I” + | @ = 20 [P2] 20 |P=

Ainsi, la suite n — Y1 _ [{ex, 2)|? est croissante et majorée, donc elle converge. On en déduit par passage 4 la
limite l'inégalité de Bessel (2).

Notons d la distance de = au sous-espace F' = Vect(en)nen. Puisque z, = > ) _, (e, z) ex € F,onad < d(z,x,)
pour tout entier naturel n, et donc: V n € N,

n

2

d<|e—zall= VI~ Taa 2= |l €l =) e )"
k=0

Par passage a la limite, on a d < \/H z||2 = S35 e, )

Inversement, pour tout réel € > 0, il existe Z € F tel que || z — & ||< d + e. Comme & € F, il est combinaison
linéaire d’un nombre fini de vecteurs ey, et il existe donc un entier N tel que & € Fy = Vect(eg,...,en), de
sorte qu’on a :

+o0 N
2 2 .
[ 2= Hew ) < [z ]2 =D e ) <z —ay <z -2 < d+e
k=0 k=0
Comme ceci est vrai pour tout € > 0, on en déduit que \/H z |2 — Z:S |<ek,x>|2 < d. On en déduit ainsi la
formule (3). O

Proposition 23 Pour toute famille orthonormale (e, )nen de E, il y a équivalence au sens de la norme associée
au produit scalaire entre :

1. le sous-espace Vect(en)nen est dense dans Uespace préhilbertien E.
2. pour tout vecteur x de E, la suite n — x, = >, _, (e, x) € converge vers .

3. pour tout vecteur x de E, on a l’égalité de Parseval (qui équivaut a la nullité de la distance de tout vecteur
x au sous-espace Vect(en)nen) :

—+o0

2
> lew ) * = = |?
k=0

Preuve. La famille (e, ..., e,) est une base orthonormale de F,, = Vect(eg, ..., e,) donc z,, = >} _, (ex, x) ey,
est la projection orthogonale de x sur F,.

Montrons que 1. et 2. sont équivalents. Si F' = Vect(ey)nen est dense dans E, pour tout z € E, € > 0, il existe
Z€ Ftel que ||z —Z ||<e. Comme Z € F, il existe donc un entier N tel que & € Fiy et comme Fy C F,, pour
tout n > N,ona | z—a,||=dx, F,) <d(z,Fy) <|| z — % ||< e. Ainsi, la suite (z,) converge vers x.
Réciproquement, si pour tout z € F, la suite (z,,) d’éléments de F' converge vers x, alors par définition F' est
dense dans F.

Montrons que 2. et 3. sont équivalents. Comme z,, est la projection orthogonale de = sur F,, || z ||*=|| @, ||

=z, 2= 32 ek, z)]> + || & — zn || Ainsi, pour tout = € E,
n
2
Iz —anll= |2 12 =) lew ).
k=0
Donc (z,,) converge vers z si et seulement si ZZ:S ew, 2)|* = = ||2. O



