Chapitre 3

Calcul de primitives

3.1 Primitives

Définition 3.1.1 — Soit 7 un intervalle de R et (f, F) € (F(I,R))*. On dit que F est une
primitive de f sur I si et seulement si F est dérivable sur I et pour tout z €1, F'(z) = f(=).

EXEMPLES — 1 - La fonction ' : = — z? est une primitive de la fonction f : £ — 2=z sur
i=R.

2 - Une primitivede f : z +—— = sur]—oo,0[est F : z +—— In{—=).

REMARQUES — 1 - Une primiﬁve n’est pas uniquement déterminée. Si ¥y est une primitive
quelconque de f, alors I’ensemble des primitives de f est {f; + C', € € R}. En effet, si ¥ est une
primitive de f,ona:

Vzel, (F—FR)(z)=Fi(z)— Fz)=flz) - flz) =0

Il en résulte que la fonction F — Fjy est constante sur I et donc il existe ' ¢ R telle que
F=F;+ C,d’ou le résultat.

2 - Il existe des fonctions qui n’admettent aucune primitive. Considérons par exemple la fonction
donnée par

—1 si z<0
fd-L4+1[— R, 2+ 0 si z=0
1 si z>0

Supposons que f admette une primitive # sur| — 1, +1[. Alors :
Vze]-1,0], Fliz)=f(z) =-1=3C, €R, ¥z €] - 1,0[, Flz)=—=z+C,

et
Vzel0,1], Fliz)=flz)=1=3C: €R, ¥z €0,1], Flz) =2+

Mais F’ étant dérivable sur | — 1, 41[, donc en 0, il existe une fonction ¢ de limite nulle en 0 telle
que :

Vze]—1,+1], F(z)= F(0) + zF'(0) + ze(z) = F(0) + zf(0) + ze(z) = F(0) + ze(z)

Ceci implique lim F{z)=C, = F(0) et lim F(z)=C; = F(0). ll en résulte :

=0 =0t

Ci=C; = (U) et F(m) —F(O) — {_2 :: igojll[,o[
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d’ou:
. Flz)-F(0 . F(z)—-F(0
lim —(a:) (0) =—-1et lim —($) (0)
0~ z—10 0+ z—0
Ceci est contradictoire avec £/(0) = f(0) = 0. Donc f n’a pas de primitive.
3 - Nous admettons le résultat suivant qui sera démontré dans un cours d’analyse plus avancé :
toute fonction f continue sur un intervalle  de R admet une primitive sur 7 et dans toute la suite de

ce chapitre nous n’envisagerons que ce cas.

= 41

Proposition 3.1.1 — Soit 7 un intervalle de R et f une fonction continue de 7 dans R. Alors
pour tout (g, yo) de I x IR, il existe une unique primitive ' de f sur I telle que F'(xq) = yo.

PREUVE — D’aprés la remarque 3 précédente, f admet une primitive & sur . La fonction
F définie par F = G + yo — G(=o) est aussi une primitive de f sur I et elle vérifie F(zo) =
G(z0) + yo — G(we) = yo. Supposons qu’il existe deux primitives F; et F, de f sur I vérifiant
Fi(wo) = yo et Fy(zo) = yo. Comme F et F; différent d’une constante et qu’en g cette constante
est nulle, ¥y = F5, d’ou I’unicité. O

) 1 . .
EXEMPLE — Soit f :]0,+oo[— R, z —— —. Les primitives de f sur |0, +oo[ sont données
xr

par F'(z) =Inz + C ot C est une constante réelle.
L’unique primitive de f sur |0, +oc[ Vérifiant #'(e) = 2 correspond & une constante C' déterminée
parlne+ C = 2, soit C = 1. La primitive cherchée est donc donnée par F(z) =Inz + 1.

3.2 Techniquesde calcul de primitives

Dans la suite, nous noterons | f{z)d=z I’une quelconque des primitives d’une fonction £ sur

un intervalle 7. Nous verrons en particulier I’intérét de cette notation dans le calcul d’une primitive
par changement de variable. Si F' est une primitive de ¥ sur I, onadonc :

/f(a:)dx =F(z)+C

ou (' est une constante réelle.

Pour désigner I’opération consistant a calculer une primitive, on utilise indifferemment le terme
de primitivation ou le terme d’intégration. Les primitives usuelles s’obtiennent par lecture inverse
d’un tableau de dérivées usuelles. Ainsi la connaissance d’un tel tableau de dérivées permet de
donner le tableau des primitives usuelles suivantes.
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3.2.1

Tableau des primitives usuelles

f(=) /f(a:)dz: Intervalle de validité
$cx+1
z%, a € R\ {-1} P RY
1
— In |z| R ouRZ
x
sin —Ccos8 R
CoS T sin & R
chzx sh z R
shz chz R
tan x —In | cos z| ]—g—l—kw,g—l—kw , keZ
cotan z In | sin z| lkm,m+ka| , k€ Z
th =z Inch=x R
cothz In sh z| R% ou R*
12 —1+tan’s tan z ]—E-l—k?r,i+k7r  keZ
cos® x 2 2
1
—— =1 + cotan 2z —cotan z lem, 7+ kw| , ke Z
sin®
1 2
Chgm—l—th x thz R
i coth 2z — 1 —coth z R ou R”
1
e, acR” —e* R
a
*, a R\ {1} - R
&%, a —
! + Ine
1
Arctan x R
14 2
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3.2.2 Utilisation de la linéarité

Proposition 3.2.1 — Soit { unintervalle de R, f et g deux fonctions définies sur I ety admettant
des primitives et X € R. Alors :

[ +a@iz= [ )izt [gade et [(f)(@)e =2 [ flo)ds
PREUVE — En notant pour toutx € I : F(z) = /f(a:)da: et G(zr) = /g(x)dm, ona:

Voel, (F+@)(z)=Flz)+G(z)=f(z)+g(z) et (\F)(z)=IF(z)=Arf(z)

Donc ¥ + @ est une primitive de f + g et AF est une primitive de A f, c’est-a-dire :
[t +a@ic= [ f@yie+ [ooyie et [0n)@rie=2 [ s)ia

1 1 1 1
EXEMPLES — 1 - Sur I’intervalle | — 1, 4+1[, on a == . Alors:
Sur I’intervalle ] — 1, +1] 1o 2(1+$+1—$)

dz 1 dz 1 dz 1 1 14+ =
/1_9:2—§f1+$+§f1_$—5[]11|1+$|—111|1—$|]+C—5111(1_9:)+C

2-Pourtoutzc R,ona:

coszcosdzsinbr = _(cosdz + cos2x)sinbz = E(COS 4z sin 5z + cos 2z sin bx)

2
= j—l(sin 9z + sinz) + Ll—l(sin 7z + sin 3z)

) 1
/co5$0053$51115$d$ - _ {

cos9r cosTx cosdz

o Tt 7 t3

2 +COS$]+C

3.2.3 Intégration par parties

Proposition 3.2.2 — Soit » et » deux fonctions dérivables sur un intervalle I de R telles que u'v
et wo’ admettent toutes deux une primitive sur . Alors :

/u(m)v"(m)dm = u(z)v(z) — /u"(m)v(m)dw
PREUVE — Puisque = et » sont dérivables sur I, il en est de méme de uv et :
Vzel, [u(z)v(z)] =o' (z)v(z) + u(z)v(z)

Ceci montre que la fonction v est une primitive sur I de la fonction z +— w'(z)v(zr) +
u(z)v'(z). Ainsi:

u(z)v(r) = /(u"(m)v(m) —I—u(:t:)v"(w))dm = /u"(w)v(:c)dm—l—/u(:t:)v"(x)dm

29



D’ou I’on déduit :

w(z)v'(z)ds = u(z)v(z) — [ w(z)v(z)dz
/ /

O
REMARQUE — Avec les notations précédentes, on a : dv = v'(x)dz et du = u'(x)d= si bien que
la formule a retenir, dite d’intégration par parties est :

fudv=uv—/vdu

Cette méthode sera en général a utiliser lorsque la fonction f a primitiver se présentera sous
forme d’un produit de deux fonctions dont I’une est par exemple exp, In, sin, cos, Arctan, etc...
EXEMPLES — 1 - Calculer une primitive sur R de z —— Arctan z.

En posant u(a:) = Arctanz et dv = dz, ilvientdu = —— v =z et
1422
Arctan zd (z)d () de Arct L+ 40
= = —_ - [ $
rctan xraxr Wl Tr)ax Tl :B]_l__rg? i Cclan 2]i'l.

. L. . m m xr

2 - Calculer une pr|m|t|vesurI’|ntervalle]——,+— de z — .

2°° 92 cos? x

En posant u(z) = = et dv = — il vient du = dz, » = tan z et
cos? x

/ zdz =$tan$—/ta.n$dm=2:tan$—|—]11|cosm|—l—c

COS2 &

3 - Calculer une primitive sur R de z — z2%¢®.
En intégrant deux fois de suite par parties, il vient :

/mge”dm = /mzd(ex) = p2e® —/2$exd$ = p?e® —Q/Q:d(em)

z2e® — 2ze” — / edz| = (3:2 — 2z +2)e" +C

REMARQUE — Si P est un polynéme de degré » et a une constante réelle, on peut directement
chercher la primitive sur R de P(z)e*® sous la forme @(xz)e*” ot ¢ est un polyndme de degré ». En
effet :

Ve cR, [Qa)e™] = [Q'(x) + aQ(x)] >
et on peut déterminer ¢ a partir de P par identification des coefficients.
EXEMPLE — Si on pose a priori / z°e""dz = (az®+bz” +cz + d)e™", on obtient en dérivant :
z2e™® = |(3ax?+ 2bz + c) — (az®+bx® +cx+ d)le™® = [—az®+ (8a — 5)3:2 +(2b—c)z+c—dle™*
Cette égalité implique nécessairement :
—a=1et3a—b=2b—c=¢c—d=0s0it a=-1,b=-3,c=d= -6
D’ou
/$36_xd$ =—(2°+3z*+ 6z +6)e* +C
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3.2.4 Changement de variable

Proposition 3.2.3 — Soit 7 et J deux intervalles de R, f € F(Z, R) admettant une primitive sur
I et € F(J,R) dérivable, & dérivée continue et telle que w(J) C I. Alors (f o ) - " admet une
primitive sur J et

/fmwx=/fwmy¢Mﬁ 1)

PREUVE — Notons F' une primitive de f sur f. Alors F est dérivable sur 7 avec ¥/ = f et par
composition F o  est dérivable sur J. Ainsi pour toutt € J :

© [Pleltl] = Plolt)]- #(0) = (f 0 2)(8) - #1)

Ceci montre que F' o ¢ est une primitive sur J de (f o ¢) - ' et si on pose z = (1) :

/f(:v)dx = F(z) = Flp(t)] = / fle@®)] - o' @)dt -

La formule (1) est dite formule de changement de variable. Effectuer le changement de variable
z = (t) consiste a remplacer x par () et dz par ¢'(t)dt dans I’expression [ f(z)dz. Lorsque
I’on introduit une nouvelle variable ¢ pour effectuer les calculs, il convient de donner le résultat en
revenant a I’ancienne variable z. Voyons ceci sur des exemples.

1
EXEMPLES — 1 - Calculer une primitive sur |0, +oc| de —————.

Posons z = #%, ¢ €]0, +oo[. Alors dz = 2¢d#, ¢ = ~/ et on obtient :

dz 24 dt d4
[ o[ arm =t rim = At + 0= drstan vz 0

2 - Calculer une primitive sur ] —g, +% [de tan z.

On peut écrire , en considérant la primitive donnée cette fois comme le deuxiéeme membre de la
formule de changement de variable et en posant z = cos ? :

cos i

int d
ftantdt= = dt=—/—$=—1n|$|+0=—1n|cost|+0
T

REMARQUES — Le caractére bijectif du changement de variable = = () est indispensable,

lorsqu’on part de I’expression /f(;c)da: de maniére a pouvoir exprimer a la fin ¢ en fonction de =,

alors qu’il ne I’est pas si on part de I’expression ff([c,o(t)] - (1) dt.

3.3 Primitivesdesfonctionsrationnelles

3.3.1 Polyndmes
Définition 4.3.1 — On appelle polynéme a coefficients réels ou fonction polynémiale réelle

toute fonction P de R dans R définie par P(z) = Zakmk ou n est un entier naturel et les a; des
k=0
réels appelés coefficients du polyndéme. Lorsque les coefficients a; sont non tous nuls, le plus grand

entier & pour lequel a;, est non nul est le degré du polyndme P noté d°(P).
L’ensemble des polyndmes a coefficients réels est noté R[.X].
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Proposition 3.3.1 — Division euclidienne
Soit (A, B) € R[X] x (R[X]} {0}). Alors, il existe un couple unique (¢, &) dans (R[X])? tel
que :
A=BQ+R et (R=0 ou d°(R) < d°(B))

Les polyndmes ¢ et R s’appellent respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne
de A par B.

Nous admettons ce résultat et donnons ci-dessous un exemple montrant comment il convient
d’effectuer cette division.

ExXeEmPLE — Effectuer la division euclidienne du polynéme A(x) = =* 4+ 2z* — » + 6 par le
polyndéme B(z) = z°* — 622 + = +4

z?  422° —z +6 ‘ z?—6z*+r+4
83 —22 —bx 46 |x+8
ATs? —13x —26

Le résultat s’écrit alors : z* + 22° — z + 6 = (2° — 62 + = + 4)(z + 8) + 472* — 13z — 26.
Le quotient est (z) = x + 8 et le reste R(z) = 47z* — 13z — 26.
REMARQUE — 1 - Lorsque d°(A) < d°(B), on a necessairement ¢ = 0 et B = A.
2 - Lorsque dans la division euclidienne de A par B, le reste est nul, ¢’est-a-dire
sil’ona A = B, onditque B divise A etonnote B | A.

Proposition3.3.2 — VP c R[X], Yec R, (z —a | P < Pla) =10)

PREUVE — La division euclidienne de P par =z — e montre qu’il existe (@, £) € (R[X])? tel
que :

Plz)=(r—a)Q(z)+ R(z) et (R=0 ou d°(R)<d°(x —a)=1)

Donc R est une constante. De plus P(a) = R(a), d’ou R = R(a) = P(a). Ceci montre que le
reste de la division euclidienne de P par = — a est P(a), d’ou le résultat.
O

Définition 3.3.2 — Soit P € R[X],a € R et « € N*. On dit que :

1 - a est une racine ou un zéro de P si P(a) = 0, c’est-a-diresiz —a | P.

2 - a est une racine d’ordre e de P si (z —a)* | P et (X — )=+ 1 P. S’il en est ainsi, on dit
que « est I’ordre de multiplicité de la racine e de P.

Sia =1, 2 0u 3, on parle respectivement de racine simple, double ou triple au lieu de racine
d’ordre 1,2 ou 3.

Définition 3.3.3 — Un polyndme P de R[X] est dit irréductible si d°(P) 2= 1 et P n’admet
comme diviseur dans R[X] que les polyndmes constants non nuls et les polyndmes AP, A € R*.

EXEMPLE — z + 1,22 + 1,22 + = + 1 sont irréductibles dans R[X].
On démontre les résultats suivants :

Proposition 3.3.3 — Les seuls polyndmes irréductibles de R[X] sont les polyndmes de degré 1
et les polyndmes de degré 2 a discriminant strictement négatif.

Proposition 3.3.4 — Tout polyndme de R[X] est décomposable en produit de facteurs irréduc-
tibles de R[X]

EXEMPLES — 1 - Factoriser le polyndme P(z) = z* — bz? 4+ 3z + 9 en produit de facteurs
irréductibles de R[X].

32



On remarque que —1 est racine de P. Donc £ est divisible par = + 1. La division euclidienne de
P par z + 1 donne alors :

Plz)=(z+1)(2* —6z+9) = (z+ 1)(z — 3)°

2 - Factoriser de méme @(z) = z* — z° + 2° — 3z + 2.
On remarque encore que 1 est racine de . D’ot comme précédemment :

Qlz)=(z - 1)(z° + = - 2)
Le polyndme S{z) = =z® + = — 2 est factorisable car il est de degré 3 et il admet encore 1 pour
racine. D’ou :
S($)=$3+$—2 = (m—l)(mg—l—m—l—?)
Comme le trindme =% 4 « 4 2 est a discriminant strictement négatif, il est irréductible et finale-

ment :
Qz) = (z—1)"(z" + =z +2)

3.3.2 Fonctions rationnelles, décomposition en éléments simples

Définition 3.3.4 — On appelle fonction rationnelle réelle toute fonction & de R dans R définie

P : . R . . :

par F(z) = (—x) ou P et ¢ sont deux fonctions polyndmiales a coefficients réels. Les racines de
X

¢ sont appelées pdles de la fonction rationnelle .

Le domaine de définition Dz d’une telle fonction est donc R privé des pdles de la fonction. La
division euclidienne de P par ¢ donne I’existence d’un couple unique de polynémes (£, R) dans
R[X]tel que :

P=QFE+R avec (R=0 ou d°R < d°Q)

Ainsi on peut écrire :

P(z) _ Q(z)E(z) + R(x) R(x)
Qo) Qla) Qlz)

Définition 3.3.5 — La fonction polyndmiale £ égale au quotient de la division euclidienne de
P par ) est appelée partie entiére de la fonction rationnelle F'.

Ve€Dr, Flz)=

— B(e) +

D’autre part, le polyndme ¢ admet dans R[.X] une décomposition en produit de facteurs du type
(z—a)",ac R,nc N*et(ou) (z> +pz+4q),p,¢g € Ravec p? —4q < 0, r € N*. Alors la fonction

rationnelle — peut s’écrire comme une somme de termes appelés éléments simples, dont le nombre

et la forme dépendent des facteurs constituant la factorisation de .
e Chaque facteur (z — &)™ donne la somme de n éléments simples dit éléments simples de
premiére espéce :
Ay

2 Ti
m—a+($—a)

(& —a)

-+

e Chaque facteur (z? + pz + ¢)” donne la somme de r éléments simples dit éléments simples
de deuxieme espéce :

Biz+Ch Boz + Cs o B+ C,
22+ pr+q (22 + pz+q)? (22 +pz +q)
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ou les coefficients Ay, A;... ,A4,, By, By,..., B, C,(5,...,C, sont des réels uniques a déter-
miner. Lorsque I’on a écrit la fonction rationnelle # comme la somme de sa partie entiére £ et de
tous ses éléments simples, on dit que 1I’on a décomposé la fonction rationnelle en éléments simples.

La marche & suivre pour décomposer une fonction rationnelle en éléments simples est donc la
suivante :

1 - Calculer sa partie entiere £ qui est le quotient de la division euclidienne de P par ¢} ; ¥ est
nulle si et seulement si d° P < d°@Q.

2 - Factoriser le dénominateur dans R[X], si ce n’est déja fait.

3 - Ecrire formellement la décomposition en élément simple ci-dessus avec des coefficients in-
connus et déterminer ces coefficients.

Les différentes techniques de calcul de ces coefficients seront vues en cours. Contentons nous de
donner ici quelgques exemples :

z+1 -2 3
(m—l)($—2)=$—1+$—2
2 4+z+1 —6 3 7
(r—1)%z—2) zw—l_($—1)2+$—2
422+ —1 1 z+1

z—1z24+z+1 =1+$—1+$2—|—$—|—1
( )i

z° 4+ 222 — 3z + 4 1 2 z41
= 2
gt — 923 4 222 — 22 41 7t +$ +

-1 ($—1)2+$2—|—1

La décomposition en éléments simples d’une fonction rationnelle permet par linéarité, de ra-
mener le calcul de ses primitives au calcul des primitives d’un polyndme, d’un élément simple de
premiere espéce ou d’un élément simple de deuxiéme espéce. Pour un polyndme, la primitivation
est évidente. Considérons les deux autres cas.

3.3.3 Primitivation des éléements simples de premiére espece

Pour toute € R, onasur Ja,+oo[ou] — oo, a] :

/ dz =In|z—a|+C

r—a

et pour toutn € N\ {0,1} :

Lz r—a) "dlr—a) = ! z—a) "t = 1 - 1
/(m—a)” /( )7l ) l—n( ) +¢ 1—n (m—a)”‘1+c

3.3.4 Primitivation des éléements simples de deuxiéme espéce
ar + b

(22 +pz +q)"
réels tels que p? —4q < 0 et n € N*. Distinguons les deux cas selon que & est nul ou non.

Il s’agit de calculer une primitive de la forme I{z) = / dz ouU a, b, p, g sont des

dz

(22 + pr 4 q)"
Premiére étape : puisque p* — 4¢ < 0, la décomposition canonique de z? + px 4 ¢ S’écrit :

Premier cas : a = 0 : on doit alors calculer une primitive de la forme J(z) = /

4q — p°

L avec 4g —p* > 0

' tprtq= ($+g)2+
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En posant w =

=wi, dz = wdt, il vient :

dx _ wdt 1 di
(2 _|_p$_|_q)n - (w282 _|_w2)n T -1 (2 _|_1)n

Deuxiéme étape : on calcule K,,(¢) = /

di
de K, () =ft2+1 = Arctani + C.

En intégrant par parties, on a pour toutn ¢ N* :

———— par une relation de récurrence a partir
(4

K.(1) dt L ] "
n —_— —_— n _—
/ (tQ _l_ l)n (tﬁ _I_ 1)n (tﬁ _l_ 1)n+1

— # + 2n(K, (1) — K11 (1))

(tﬁ + l)n
d’ou 1 s
Kn+1(t) = % {(21@ — ].)Kﬂ (t) + m]

Deuxiéme cas : & # 0 : on fait apparaitre au numérateur la dérivée de z? + px + g en écrivant :

a 2r + 2
= — 2 d
1) 2 / (@ fpzt+qr

- et (0 p) [
2 ($2+p$-|—q)” 2\ a ($2+p$-|—q)”

La premiére primitive du dernier membre ci-dessus se calcule aisément par le changement de
variable » = z? 4 pz + ¢ et on obtient :

1 ]
= . 1
l—mn u“‘1+c 1—n ($2+p$—|—q)”‘1+c sion

un

/ 9% + p | /'du 111|1u|—|—61=111|3:2—|—p$—|—q|—|—0 1 si n=1
xr
(22 + pz +q)"
La seconde primitive correspond au premier cas étudié précédemment.

EXEMPLE — Sur un intervalle ou elle est continue, calculer une primitive de la fonction ration-
3z

nelle F définie par F(z) = —
T
La décomposition en éléments simples de ¥ donne :

3z Iz 1 z+1
S i S S P PPty Rk TS S R

dx z+1
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z+1 1 2z — 1 3 dx
./3:2—:1:—|—1d$_§/$2—$+1d$+§/$2—$—|—1
V3

2z —1 1 o
Or/zmidm=1n|a:2—a:+1|+Cetenposanta:—§=7t, il vient
£

—z+

/ dz / dz _/ 3t
22 —z4+1 ($_1)2+%_ 22+ 1)

2

2 2 22 —1
= —Arctant + C = —Arctan +
V3 V3 V3
Finalement, on obtient :
F(z)= gmz +In|z+1| - %ln|$2 —z+1| — +/3Arctan 231/%1 +C

3.4 Primitivesde fonctionsrationnellesen sin z €t cos z

Définition 3.4.1 — 1 - On appelle mondme de deux variables réelles x et y toute expression de
la forme az*y? ol a est un réel donné et p et g deux entiers naturels.

2 - On appelle polyndme de deux variables réelles = et y toute somme de monémes de ces deux
variables.

3 - On appelle fonction rationnelle des deux variables réelles = et y toute expression de la forme

P .
Flz,y)= (2,9) ou P et ¢ sont deux polyndmes des variables z et y.

Qlz,y)

Etudions maintenant comment I’on calcule / F(sin x, cos z)dw si I est une fonction rationnelle

de deux variables réelles.
1° Si Q(=,y) = 1, F se réduit & un polyndme et on est ramené & calculer des primitives de la

forme f sin® z cos? zdx avec (p, q) € N2

e Si p (resp. g) est impair, on pose » = cosz (resp. sinz) et on est ramené au calcul de la
primitive d’un polyndme.

2

EXEMPLE — Pour calculer / sin’ x cos” zdz, ON POSe u = sin x et il vient :

/sin2 xcos® gdx = /sin2 z(1 — sin? x)d(sina:) = / u2(1 — uz)du = /(u2 — u4)du

3 5]
o ) 1. 1.
———+C= —51n33:——51115$—|—0
3 5 3 5
¢ Si p et g sont pairs, on linéarise I’expression sin® = cos? z, ¢’est-a-dire qu’on la transforme en
somme de sinus et cosinus d’arcs multiples de z.
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EXEMPLE — Soit a calculer / sin? x cos? xdz. La linéarisation donne d’abord :

. 2
. 3 1 . 3 2 2 sin 2% 14 cos2z
sin“xecos x = sin‘xcos T-cos x = 5 5

= é (1_2&) (14 cos2x)

1
= 116 (1 + cos 2z — cosdx — 2((:05 6x + cos?:t:))

1 1 1

= E—I—S—QCOSQLB Ecosﬂ:m 3—200563:
Drou: 1sin 2 in 4 in 6
.3 4d=£ 51n 37_5]11 37_511137

/Sm peos zar =15+ ¢4 64 g T ¢
2> Si Q(z,y) # 1, on pourra toujours utiliser le changement de variable ¢ = tan - pour lequel :

1—1¢2 . 2t 2d4

COS$=H——£2’ 5111:t:=1_|_t2 , d$=1+t?

Alors

. 26 1\ 2dt
/F(smx,cosx)d:I::]F(l_l_tg:l_l_tz) 14 2

et on est ramené & la primitivation d’une fonction rationnelle en ¢. Mais en général, cette méthode
conduit a des calculs fastidieux et on cherchera plutot a utiliser les régles suivantes, dites régles de
Bioche :

On note w(z) = F(sin x, cos z)dz. Cette expression est appelé élément différentiel de
la primitive cherchée et :

1-Siw(—=z) = w(x), on pose ¢ = cos .

2-Siw(m —z)=w(z), on pose t = sin z.

3-Siw(m+ z) = w(x), on pose ¢ = tan z.

EXEMPLES — 1 - Calculer sur ] 0, & { une primitive de T
cOSs 355111
Ici la régle 2 s’applique et on pose donc t =sinz. Il vient d¢ = cos xdm et

f dx _ cos zdx _/' dt _/' 1+1 1 +1 1 o
cosxsin’z cos?x s’z 12(1 —tz)_ 22 1—-4 2 141
1 1414 1 1 1 i
= ——+—1n o= e
1—14 slnx 2 1l —sinzx

3
sm

2+ cos
Ici larégle 1 s’applique et on pose donc ¢ = cos z. Il vient dt = —sin zdx et

sin® zdz sinfz . 2 -1
it —  gsinedr =
24 cosx 24 cosx 244

3 12
= t—24 — |dt=——2¢ Inlt 42
/( +t—|—2) 5 +3nft+2(4+C

2 - Calculer sur R, une primitive de

= %coszm—20053:4—3111(24—0053:)4—0
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