Chapitre 4

Equations differentielles linéaires

4.1 Equations différentielles linéaires du premier ordre

4.1.1 Définitions et généralités

Définition 4.1.1 — Soit & € N, D une partie de R et f une application de D dans R. On dit que
f est de classe C* sur D si f est k fois dérivable sur D et £*) est continue sur D.

On note C*( D, R) I’ensemble des fonctions de classe C* sur D. En particulier C°( D, R) désigne
I’ensemble des fonctions continues sur D, C*( D}, R) désigne I’ensemble des fonctions dérivables et
a dérivée continue sur I} et C*(D, R) désigne I’ensemble des fonctions deux fois dérivables et &
dérivée seconde continue sur D.

Définition 4.1.2 — 1 - On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre toute
équation de la forme :
a(z)y’ +b(z)y = c(2) (L)
ol a, & et ¢ sont trois fonctions données a valeurs réelles, définies et continues sur un méme intervalle
1 et y est une fonction inconnue a déterminer.
Si la fonction ¢ est nulle, I’équation différentielle est dite homogéne.
On appelle équation homogéne ou équation sans second membre associée a (L) I’équation

a(z)y’+ b(x)y =0 (H)

2 - On appelle solution de I’équation (L) (resp. (H)) toute applicationy : 7 +—— R telle que :
a) y est dérivable sur 1.
b) Vec I, a(x)y(z)+ b(z)y(z) =c(z) (resp. a(z)y'(x) + b(z)y(x) = 0)
3 - La courbe représentative de toute solution y sur I est appelée courbe intégrale de I’équation
différentielle.

REMARQUES — 1 - Résoudre une équation différentielle, c’est en trouver toutes les solutions en
ayant bien soin de préciser I’intervalle 7 sur lequel elles sont définies. Par exemple, pour I’équation :

. 1 .
les fonctionse : z+—— 1,6 : 3+ ——ete¢ : © — |x| admettent comme plus grand intervalle
T

de continuité commun, soit 7 =] — oo, 0], soit 7 =]0, +oo[. On cherchera donc des solutions de cette
équation sur I’un ou I’autre de ces intervalles.
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2 - Soit J un intervalle inclus dans 7 tel que la fonction a ne s’annule pas sur J. Si g est solution
de (L) (resp. de (H)) sur J, y est nécessairement de classe C* sur J. En effet, d’aprés la définition
5.1.2 y est dérivable sur I, donc sur J et vérifie sur J I’équation :

b(x) (2) + ()

vir)= Ta(@)”" T a(a)

. b ¢ . . R .
Comme les fonctions ——, — et g sont continues sur J, il en est de méme de g’ et y est donc bien

a a
de classe C* sur J.

3 - Tres souvent en physique, en mécanique, en chimie ou encore en biologie, on est amené a
chercher les solutions d’une équation différentielle linéaire du premier ordre vérifiant la condition
y(xa) = yo OU (g, yo) €St donné dans I x R. Graphiquement, ceci revient & déterminer les courbes
intégrales de I’équation (L) passant par le point de coordonnées (g, ya).

Résoudre ce type de probléme s’appelle résoudre un probléme de Cauchy et la condition

y(za) = yo

est dite condition initiale du probléme de Cauchy.

EXEMPLES — L’équation y* —y = 0 admet pour solutions sur R,y = Ce® ou C est une constante
réelle arbitraire. Si I’on impose a toute solution de cette équation de vérifier y(0) = 7, le probleme
de Cauchy ainsi posé admet I’unique solution définie par y(z) = 7¢®.

4.1.2 L’équation homogene (H) : a(z)y +b(z)y=0
Proposition 4.1.1 — Si la fonction a ne s’annule pas sur I, les solutions de (H) sur I sont les

fonctions de la forme :

y:I—R, z+—3 Ce 0

ou A est une primitive sur I de la fonction — et ' une constante réelle arbitraire.
@

. : . - b
PREUVE — Soit y une solution quelconque de (H) sur 1, alors si A est une primitive de — sur I,
a
la fonction z +— y(z)e() est dérivable sur I et pour tout z € I :

(9(2)e?@)" = y'(2)e™ + Al(z)y(z)et™) = (y’(:v) + %y(m)) e =0
a|x
Donc il existe une constante C' telle que :
Voeel, y(m)eA(m) =(C=Vzecl, ylz)= Ce~AE)

Réciproquement, il est immédiat de vérifier que toute fonction de cette forme est solution de ()
sur I, d’ou le résultat. O

Proposition 4.1.2 — L’ensemble S(H) des solutions de (H) sur I est stable par combinaison
linéaire, ¢’est-a-dire vérifie :

V(A p) €R?, Yy, z) € (S(H))", My +pz € S(H)
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PREUVE — Soit y et z deux éléments de S(H), c’est-a-dire deux solutions de {(H) sur 1. Alors:
Vzel, a(z)y(z) +b(z)y(z) =0 et a(z)z'(z) + b(z)z(z) =0

En multipliant la premiére équation par A, la seconde par g et en ajoutant membre & membre les
équations obtenues, on obtient :

Vzel, a(z)(My'(@)+ p2'(z) + b(z)(Ay(z) + pz(z)) =0

Ceci montre que Ay + gz est solution de (H) sur 7, donc élément de S(H). O

REMARQUE — Nous avons vu que les solutions de () dépendaient d’une constante arbitraire.

Lorsque I’on fixe la valeur de la constante, la solution correspondante est dite solution particuliere
2

de cette équation. Par exemple, y : = — 3ez est une solution particuliére de I’équation

y —xy =10

4.1.3 L’équation compléte (L) : a(z)y + b(z)y = c(z)

Proposition 4.1.3 — Si la fonction e ne s’annule pas sur I, I’ensemble (L) des solutions de
(L) sur I est I’ensemble des sommes formées d’une solution particuliére y, de I’équation compléte
(L) et d’une solution gz de I’équation homogéne (H).

PREUVE — Soit y une solution quelconque de (L) et g, une solution particuliére de (). Alors
pour toutz € I :

a(z)(y — yo)'(z) + b(z)(y — yo)(z) = alz)y'(z)+ blw)y(z) — (al=)ys(z) + b(z)yo(z))
= ¢(z) —c(z)=0

Ainsi y — yo est solution de (H ) et en posant yz = y — yo, ON 8y = yo + yu avec yg dans S(H).
Ceci montre que toute solution de (L) est la somme d’une solution particuliére yo de (L) et d’une
solution yg de (H).

Réciproquement, si y est la somme d’une solution particuliére yo de (L) et d’une solution yxz de
(H), il vient :

e(z)y'(z) +b(z)y(z) = e(z)(yo +yn)'(z)+bl2)(ye +yr)(z)
= a(z)ye(z) + a(z)yu(z) + b(z)yo(z) + b(= )ya(z)
= (a(2)yo(z) + bz)yo(z)) + (alz)yu(z) + b(2)yn(z)) = oz)
Ceci montre que toute somme yq + yz d’une solution particuliére yo de (L) et d’une solution gz
de (H) est solution de (L). O
EXEMPLES —1-zy —y+1=0 (L).
La fonction e : = —— =z ne s’annule pas sur R et les fonctionsa : o —— =, b : z +— —1et
¢ : x — —1 sont continues sur R*. On cherche donc les solutions de (L) sur R?.

y = 1 est solution particuliére de (L) sur R et les solutions de (H) sur R sont données par
yr(z) = Cz , C € R.Donc les solutions de (L) sur R sont données par :

y : R —R,z+—Ce+1,CcR
On pourrait aussi chercher de méme les solutions de (L) sur R* et on trouverait les solutions :

y: R - R,z+—Dz+1, DcR
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2 - Soit I’équation (1 + z*)y' + xy — 2z =0 (L).

On cherche les solutions sur R puisque la fonction & : = —3 1 4+ 2% ne s’annule pas sur R et
que les fonctions » +— 1+ z*, & — = et x — 2z sont continues sur R. y¢ = 2 est solution
particuliére de (L) et I’équation homogéne associée a pour solutions :

C

Y —1ln
$|—}yH($)=Ce f1+z2d-73=06 21(1+$2]=ﬁ’OER
. C
Les solutions de (L) sont alors données par : y = +2:z2+— —4+2, CcR.

Proposition 4.1.4 — Principe de superposition des solutions

r
Si le second membre e de I’équation (L) s’écrit sous la forme Zq, ou chaque fonction ¢; est
i=1

définie et continue sur I’intervalle 7, notons pour tout: € N, (L;) I’équation différentielle

a(z)y + b(z)y = ci(=) (L:)

¥
Alors si pour tout i € N,, y est solution particuliére de (L;) sur I, y = ) y; est solution
i=1

particuliere de (L) sur 1.
PREUVE — Si pour tout z € N,,, y; désigne une solution particuliére de (L;) sur I, il vient :

P

Veel, a(z) (Z ye) (=) + b(=z) Z yi(z) = Z[a(ﬂf)yi(ﬂf) +5()yi(@)] = ) eilz) = e(x)

i=1

F
Doncy = ) " y; est solution particuliére de (L). O
i=1
EXEMPLE — Résoudre I’équation (L) : ¢ — y = €” + sinz — 2°.
On cherche ses solutions sur R. Les solutions de I’équation homogeéne associée sont les fonctions
y o r— e’
et d’autre part :
y1 @ = — ze® est solution particuliere de I’équation (L,) : y' —y =¢€®
Yy 1 T —E(sm z + cos z) est solution particuliére de I’équation (L;) : ' —y =sinz
ys :  — x° + 2z + 2 est solution particuliére de I’équation (Lz) : 3’ —y = —=°
Les solutions de (L) sont donc données par :

yle) = Ce 426"~ J(sinztcosa) 2742042, O €R

4.1.4 Meéthode de variation de la constante

Si I’on connait une solution particuliére de (L), on sait résoudre cette équation grace aux pro-
positions 4.1.1, 4.1.3 et 4.1.4. Par contre si on ne connait pas de solution particuliére de (L), on
utilisera le résultat de la proposition suivante, dit méthode de variation de la constante.
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Proposition 4.1.5 — Si la fonction & ne s’annule pas sur I et si g est une solution non nulle
de (H), une solution particuliére de (L) est donnée sous la forme y = Ay ou A est une fonction de
classe C! sur I déterminée par :

c(x)
Yoecl, ¥z)= —~—
» V) o(z)yx(z)
PREUVE — Soit yz une solution non nulle de I’équation homogéne associée a (L). Cherchons
une solution y de (L) sous la forme y = Ayx ou A est une fonction de classe C* sur I. Alors on doit
avoir :

ay' + by = c = alyg + adyg + byg = c = aXyg = ¢ (car ayy + byy = 0)

Puisque yx est non nulle et donnée par yx(zx) = Ce{), elle ne s’annule en aucun point de I
et on en déduit :
Yzel, ,\’(at)sz)
a(z)yr(z)
d’ou I’on tire A par primitivation, puis y = Ayx. O
EXEMPLES — 1 - Résoudre sur R I’équation (L) : =y’ ==z +y.
Sur Rz, la fonction & : # +—— = ne s’annule pas et une solution non nulle de I’équation ho-
mogene associée est :

Injz| _ elnx —

YH I T € x

Alors une solution particuliére de (L) est donnée par :

elx 1
y = dyg avec A € C'(R%, Rjtelleque M (z) = =) = —
ao(z)yn(z) =
En choisissant A(x) = In =, une solution particuliére de (L) est donnée par yo(z) = = In = et les
solutions de (L) sur R% sont données par y(z) = zlnz 4+ Cz, C € R.
; T T , . .
2 - Résoudre sur ] ——,+= [ I’équation (L) : y'cosz + ysinz = 1.
Sur I’intervalle considéré, la fonction e : = —— cos z ne s’annule pas et une solution non nulle
de I’équation homogéne associée est :

:s'lnzdm _ 61n|

yr 1 o — e ok sz| — | cos | = cos x

Alors une solution particuliere de (L) est donnée par :

c(r) 1

a(z)yr(z) cos’zx

y=Ayg avec A € C'(R%,Rjtelleque X(z)=

En choisissant A(z) = tan =, une solution particuliére de (L) est donnée par
Yo(z) =tanz X cosz =sin x

et les solutions de (L) sur R? sont données par y(z) =sinz + Ccosz , C € R.

Proposition 4.1.6 — Existence et unicité d’une solution satisfaisant une condition initiale

Soit I un intervalle de R, a, &, ¢ trois fonctions continues de I dans IR telles que ¢ ne s’annule
pas sur I et (L) I’équation différentielle linéaire du premier ordre ey’ + by = ¢. Alors pour tout
(za,yo) € I x R, il existe une unique solution y de (L) sur I telle que y(zq) = yo.
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PREUVE — Existence - On peut obtenir une expression explicite d’une solution de (L) par la

méthode de variation de la constante. Soit A la primitive sur I de — telle que A(xo) = 0. Alors la
@

fonction y : = +— ¢4 est une solution de I’équation homogeéne () ne s’annulant pas sur

I’intervalle . En posant y = Ayg, On obtient avec les notations précédentes, A’(z) = Lﬂ’%eﬂ(ﬂ:) et
alr
la fonction z — %e“‘(‘“) admet une unique primitive B définie sur I telle que B(xzq) = yoe (=),
ald

Alors la fonction y donnée sur Iintervalle I par y(z) = B(z)e~4&) est solution de (L) sur I et
vérifie y(z¢) = B(wq)e_“i(m") = yo.

Unicité - Supposons qu’il existe deux solutions y; et y, de (L) sur I vérifiant les conditions
y1(zo) = ya(ze) = yo. Alors la fonction y1 — y. est solution de (H) sur I et est donc donnée par :

Vo el, (y—y2)(x) = m(z) — ya(a) = Ce™4O)
ou la constante ' est déterminée par :

Cem ) =y (30) — ya(o) = 0 soit € =0

D’ou
Vrel, yi(z) = y2(zx) SOit y1 = g2
O
4.1.5 Exemple d’équation ou la fonction e s’annule
Considérons I’équation différentielle du premier ordre :
viy' —y =0 (H)

et cherchons si elle admet des solutions sur R autres que la solution triviale y = 0.
Si y est solution de () sur R, alors y est solution sur R et par suite, il existe une constante C
réelle telle que :
1
Yzxe R:_ ) y(;t:) ={e =

y est aussi solution sur R* et donc il existe une constante ) réelle telle que :
VreR:, y(z)= De™=

Comme y est solution de (H) sur R, y est dérivable sur R, donc dérivable en 0 et par suite
continue en 0. D’aprés I’équation (H), y(0) = 0 et la condition lim y{x) = 0 impose D = 0. En

=0

conséquence, si y est solution de (H) sur R, y est nécessairement de la forme :

(z) = Ce™z si z>0
=10 si <0

Réciproguement, toute fonction ¢ de cette forme est dérivable sur R ; c’est évident sur R* et en

0,ona:
fim Y0 YO g gy ¥ O gL
m—0— T — T+ xz —0 z—=0— T
De plus pour tout = réel, y vérifie I’équation (H).
Par conséquent ( H) admet des solutions sur R données par I’expression ci-dessus ou €' est une
constante réelle arbitraire.
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4.2 Equations linéaires du second ordre a coefficients constants

Définition 4.2.1 — 1 - On appelle équation différentielle linéaire du second ordre a coeffi-
cients constants toute équation de la forme :

ay’ +by' + ey = f(=) (L)

ou a, b et ¢ sont trois nombres réels donnés tels que e soit non nul, f est une fonction donnée a
valeurs réelles définie et continue sur un intervalle I et y une fonction inconnue a déterminer.

Si la fonction f est nulle, I’équation différentielle est dite homogeéne.

On appelle équation homogéne ou équation sans second membre associée a (L) I’équation

ay’ +by' +ey=10 (H)

2 - On appelle solution de I’équation (L) (resp. (H)) toute applicationy : I +— R telle que :
a) y est deux fois dérivable sur 1.
b) Ve €I, ay’(z) + by'(z) + cy(z) = f(z) (resp. ay’(z) + by'(z) + cy(z) = 0)
3 - La courbe représentative de toute solution  sur I est appelée courbe intégrale de I’équation
différentielle.

EXEMPLE — 3" — 2y’ + y = In z est une équation différentielle linéaire du second ordre dont
les solutions sont a chercher sur R3.

REMARQUES — 1 - Si y est solution de (L) (resp. de (H)) sur I, y est nécessairement de classe
C2 sur I. En effet, d’aprés la définition 5.2.1, y est deux fois dérivable sur I et vérifie sur I I’équation :

wpos b, c 1
y'(x) = —Y (=) — EU(“’) + Ef(ﬂf)

Comme les fonctions g, et f sont continues sur 7, il en est de méme de " et y est donc bien
de classe C? sur 1.

2 - En mécanique, I’étude de certains mouvements conduit & la recherche des solutions d’équa-
tions différentielles linéaires du second ordre vérifiant les conditions initiales y(zq) = yo et y'(z¢) =
Y1 OU (za,y0,y1) €St donné dans 7 x R x R, yo et y; représentent respectivement la position et la
vitesse du mobile a I’instant zq. Graphiquement, ceci revient a déterminer les courbes intégrales de
I’équation (L) passant par le point de coordonnées {zq,70) et admettant en ce point une tangente de
pente y;.

Résoudre ce type de probleme s’appelle encore résoudre un probléme de Cauchy et les conditions

y(7a) = yo, ¥'(wa) =3

sont dites conditions initiales du probléme de Cauchy.

3 - En résistance des matériaux, I’étude du comportement d’une poutre sur appui aux points
d’abscisses xq €t z; conduit & la recherche des solutions d’équations différentielles linéaires du
second ordre vérifiant les conditions initiales y(zq) = yo et y(z1) = y1 00 (%6, 1, ¥, y1) €St donné
dans I x I x R x RR. Graphiquement, ceci revient & déterminer les courbes intégrales de I’équation
(L) passant par les deux points de coordonnées (zq, yo) et (z1,¥1).

Résoudre ce type de probléme s’appelle résoudre un probléme aux limites et les conditions

y(%) = Yo 9(371) =1t

sont dites conditions aux limites du probléme.
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4.2.1 L’équation homogene (H) : ay” + by +cy=10

L’idée pour résoudre I’équation (H) est de chercher des solutions y définies sur R de la forme
y : z — €. Une telle fonction est solution de ( H) si et seulement si :

VecR, arfe™® +bre™+ e =0<= ar’+br+ec=0

Définition 4.2.2 — L’équation du second degré ar? 4 br + ¢ = 0 associée a I’équation différen-
tielle (H) est appelée équation caractéristique de (H) et sera notée E. dans toute la suite.
On a alors le résultat suivant :

Proposition 4.2.1 — 1 - Si K, admet deux racines réelles distinctes r; et r3, les solutions de
(H) sur R sont données par :

y(z) = A" + Be® | (A, B) ¢ R?
2 - Si E, admet une racine réelle double r, les solutions de () sur IR sont données par :
y(z) = (Az + B)e™® , (A, B) € R?

3 - Si E, admet deux racines complexes conjuguéesr; = e+t etr; = a—18, (o, 8) € R xR?,
les solutions de ( H) sur R sont données par :

y(z) = e**(Acos Bz + Bsinf8z), (A, B) € R?

PREUVE — Quel que soit le discriminant de I’équation caractéristique, les racines r; et r;
vérifient :
C
ritro=— et rirg = —
@ @
1° Si r; et r; sont réelles distinctes :
H =y —(nt+r)yt+tnrny=0= (¥ —ry) —ny —rmy)=0

Cette équation est une équation linéaire homogene du premier ordre pour la fonction inconnue
y' — ryy dont les solutions sont :

y —rmy=Ce?”, CcR

Cette équation est maintenant une équation linéaire du premier ordre avec second membre pour

la fonction inconnue y, dont une solution particuliére est yo(z) = ———¢€™” et les solutions de
Fa—1
I’équation homogeéne associée sont données par yg(x) = Ae™”. En posant B = les solu-
a —1
tions de ( H) sur R sont alors données par :
y(z) = Ae™® + B, (A,B) c R?
2° Si E. admet une racine réelle double r, cette racine vérifie 2r = — — et »* = € Alors
42 @
(H)<=y"' -2y +r’y=0<= (v —ry) —r(y' —ry) =0
Comme précédemment, on a d’abord :
y —ry=Ae”, AcR (1)
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Cette équation est une équation linéaire du premier ordre, dont la solution de I’équation ho-
mogéne associée est yg(x) = Be™. Cherchons une solution particuliére par la méthode de variation
de la constante. En posant y = A(z)e™, A doit vérifier :

)tf(m)erm — Aerm S )\(.’B) —

Ainsi, une solution particuliére de (1) est yo(z) = Aze™ et les solutions de (H) sur R sont
données par :
(z) = (Az + B)e™ , (A,B) ¢ R?

3 Si E, admet deux racines imaginaires conjuguées r; = a+:f8etr, = a—:if, (o,8) € RxR*,
ona:

rl—l—r2=2af=—g et rlrg=a2—|—ﬂ2=§ (2)
Donc si on pose y(z) = e**z(z) :
(@) = *laz(z) + #(2)] , ' (z) = ¢*[o’=() + 207'(x) + ="2()
En utilisant les relations (2), I’équation (H) s’écrit alors :
e“lo?z(z) + 20(z) + 2'2()] - 20e*[az(z) + 7(2)] + (o + F7)e™2(z)

soit
2'(z) + ﬁzz(m) =0 (H,)

Considérons une solution z de (H;) et posons pour tout z € R :

o) = 2(0) cos B + g’)smﬁx et $(z) = (<(z) — ¢'(2))? + B(=(z) — ()’

Alors la fonction o Vérifie :

Ve R, ¢"(x)+ Fp(z) =0 et »(0) = 2(0) , ¢'(0) = 2(0)

D’autre part ¢ est dérivable sur R et pour tout = réel :

¥(z) = 2(2’($)—90’($))(Z” (@) — $))+2ﬂ (z) — w(2))('(=) — ¢'(=))
= 2['(z) = ¢ (@)[("(z) — ¢"(2)) + B (2(z) — p(2))]
= 2[(2) - ﬂf)][ “{ )+/92 (m)) " $)+ﬁ v (o)l

Mais z et o vérifient toutes deux I’équation (H;). Donc ¥ = 0, ¢ est constante sur IR et égale a
(0), c’est-a-dire 0. On en déduit z = ¢, ce qui montre que =z solution de (H,) est nécessairement
de la forme :

z(r) = Acos Sz + Bsin Bz

ou A et B sont deux constantes réelles.
Réciproquement il est clair que toute fonction de cette forme est solution de (H;). Donc les
solutions de (H,) sont données par :

z(z) = Acos Bz + Bsin 8z , (A, B) € R?
Et il en résulte que les solutions de (H) sont données par :

y(z) = e“*(Acos 8z + Bsinfz), (4, B) ¢ R?

46



O
EXEMPLES — 1 - Résoudre (H) :y" — 2y + y = 0.
L’équation caractéristique associée est > — 2r + 1 = 0 qui admet une racine double r = 1. Les
solutions de (H) sont donc données par :

y:R— R, z+— (Az + B)e®, (A,B) cR?

2-Résoudre (H):y" +y'+y=0.
L’équation caractéristique associée est r? + r + 1 = 0 qui admet les racines imaginaires conju-
T —1+424/3 ) .
guées § = %ﬁ ety = %ﬁr Les solutions de (H) sont donc données par :

y:R—R,z+—3e2 (Asin\/jaz—l—Bcos\/Sx) , (A4,B) ¢ R?

Proposition 4.2.2 — L’ensemble S{H) des solutions de () sur { est stable par combinaison

linéaire, c’est-a-dire vérifie :
V(& u) €R?, Vy,2) € (S(H))*, dy +pz € S(H)
PREUVE — Soit g et z deux éléments de S{H), c’est-a-dire deux solutions de {H) sur 1. Alors:
Vz eI, ay'(z)+by'(z) + ey(z) =0 et az"(z) + b2'(z) + cz(z) =0

En multipliant la premiére équation par A, la seconde par g et en ajoutant membre a membre les

équations obtenues, on obtient :
Vezel, aldy'(z)+ p2"(2)) + (M (z) + g2’ (2)) + el hy(z) + pz(z)) =0
Ceci montre que Ay + gz est solution de (H) sur I, donc élément de S(H). O

4.2.2 L’équation compléte (L) : ay” + by + cy = f(z)

Proposition 4.2.3 — L’ensemble S(L) des solutions de (L) sur I est I’ensemble des sommes
formées d’une solution particuliére yo de I’équation compleéte (L) et d’une solution yx de I’équation
homogéne (H).

PREUVE — Soit y une solution quelconque de (L) et yq une solution particuliére de (). Alors
pourtouts € 1 :

a(y —yo)"(z) + by — yo)'(z) + cly — yo)(=)
= ay’(z) +by'(2) + ey(z) — (ayg(z) + bys(z) + cgo())
= f(z)—f(z)=0
Ainsi y — y, est solution de (H ) eten posant yg = y — yo, ON &y = Yo + yar avecC yx dans S(H).
Ceci montre que toute solution de (L) est la somme d’une solution particuliére y, de (L) et d’une
solution yg de (H).
Réciproquement, si y est la somme d’une solution particuliére yo de (L) et d’une solution yz de
(H), il vient :
ay'(z) + by (2) + ey(z)
a(yo + ya)"(z) + blyo + yxu) (=) + elye + ya)(z)
ays(z) + ayg(z) + byg () + byy(z) + cyolz) + cyn(z)
(ayo(2) + byg(7) + cyo(2)) + (ayz(z) + by (2) + cyn(z)) = f(z)
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Ceci montre que toute somme yo + y& d’une solution particuliére yo de (L) et d’une solution gz
de (H) est solution de (L). O

EXEMPLE — Résoudre I’équation (L) : g + y = €.

On cherche les solutions sur R, puisque f : = — e est définie et continue sur R. Une solution

particuliére de (L) est donnée par yo(z) = Ee“"‘. Comme les solutions de I’équation homogéne
associée sont données par yg : x — Asinz+ g cos z, les solutions de I’équation (L) sont données
par :
1
y:R— R, 2+ )\sin:t:-l—pcosx-l—iex, (A p) € R?

Proposition 4.2.4 — Principe de superposition des solutions
E

Si le second membre f de I’équation (L) s’écrit sous la forme Zﬁ, ou chaque fonction f; est
i=1

définie et continue sur I’intervalle I, notons pour tout z € N, (L;) I’équation différentielle

ay” +by' + ey = fi(z) (L:)

E
Alors si pour tout i € N,, y est solution particuliére de (L) sur I, y = » _ ; est solution
i=1

particuliére de (L) sur I.

PREUVE — Si pour tout z € N, y; désigne une solution particuliére de (Z;) sur 1, il vient pour
toutz € 1:

(Zy) (m)+b(im) (x)+c(_iyg) @) = o3 W@ +b3 ule) + e Y ulo)

=1 i=1 i=1 i=1

= D lesl(e) + byile) + ()]

i=1

= > filz) = f(=)

i=1

F
Doncy = > y; est solution particuliére de (L).
i=1
EXEMPLE — Résoudre I’équation (L) : 4 + y = € — 3 sin 2z.
On cherche les solutions de cette équation sur R. Les solutions de I’éguation homogeéne associée
sontyg : * — Asinz + g cos z et d’autre part :

Y T Ee” est solution particuliére de I’équation (L) : y" +y =¢€®

y2 @ & — sin 2z est solution particuliére de I’équation (Lz) : y”’+ y = —3sin 2z
Donc les solutions de (L) sont données par :

. 1 .
y(z) = Asinz + pcosz + iex +sin2z , (A p) € R?
Les deux propositions suivantes montrent comment I’on peut chercher directement par identifica-

tion une solution particuliére de (L}, lorsque le second membre f est le produit d’une exponentielle
par un polyndéme ou d’une exponentielle par une combinaison linéaire de sinus et cosinus.
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Proposition 4.2.5 — Soit (L) I’équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients
constants :

ey’ +by +cy=¢e"P(z), sc R, P e R[X]

et E, son équation caractéristique. Alors :

1 - Si s n’est pas racine de E,, (L) admet une solution particuliére de la forme z — e**Q}(z),
@ € R[X]et deg) = degP.

2 - Si s est racine simple de E., (L) admet une solution particuliére de la forme z — e**Q)(=),
@ € R[X]etdegl) = degP + 1.

3 - Si s est racine double de E., (L) admet une solution particuliere de la forme z — e**Q(z),
@ € R[X]etdegl) = degP +2.

PREUVE — Soit n le degré de P. Cherchons une solution particuliére g, de (L) sous la forme
yo(z) = e**Q(x) ou § est un polyndme. On a dans ces conditions

yo(z) = e [sQ(x) + Q'(z)] , ys(z) = € [s°Qx) + 25Q"(x) + Q"(x)]

Donc yq est solution de (L) si et seulement si :

ae®[s°Q(z) + 25Q (z) + Q"(2)] + be**[sQ(z) + Q'(z)] + ce**Q(z) = e P(x)

Soit :
(asz + bs + c)Q(z) + (2as + b)Q"(a:) + aQ”(m) = P(z) (3)
1 - Si s n’est pas racine de E., as® + bs + ¢ # 0 et il existe un unique polynéme @ de degré n
vérifiant (3). Ses coefficients sont déterminés par un systéme triangulaire de » + 1 équations an + 1
inconnues.
2 - Si s est racine simple de E,, as®> + bs + ¢ = 0 et 2as + b # 0. Dans ce cas, @ doit vérifier
I’équation :
(2as5 +8)Q'(z) + eQ”"(z) = P(x)
Cette équation détermine ¢’ de degré » de maniére unique, et donc un polyndme ¢ de degré
n+ 1.
3 - Si s est racine double de ., as? + bs + ¢ = 2as + & = 0. Dans ce cas, ¢ doit veérifier
I’équation :
2Q"(z) = P(z)
qui détermine un polyndme ¢ de degré n + 2.
EXEMPLE — Résoudre (L) : y" — 4y’ + 4y = (2 + 1)€”.
L’équation caractéristique associée a I’équation homogéne est r? —4r +4 = 0, soit (r — 2)? = 0.
La solution générale de I’équation homogene est donc donnée par :

yu(z) = (Az + B)e*®, (A, B) € R?

Comme 1 n’est pas racine de I’équation caractéristique, on peut chercher une solution particuliére
de (L) de la forme yr(z) = (az? + bz + ¢)e”. En reportant cette expression dans (L), on trouve :

yp(z) = (2 + 4z + 7)e*
Donc la solution générale de (L) donnée par :

y(z) = (Az + B)egx + (3:2 +4x+T)e”, (A, B) € R?
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Proposition 4.2.6 — Soit (L) I’équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients
constants :

ay” + by’ + cy = P(z)cossz + Q(z)sinsz , s e R*, (P, Q) € (]R[X])2

(H) I’équation homogene associée et E, son équation caractéristique. Alors :

1-Siz +— cosszx et z — sin sz ne sont pas solutions de (H), c’est-a-dire si zs n’est pas
racine de £,, (L) admet une solution particuliére de la forme x +— 5(z) cos sz + T'(z) sin sz, ol
S et T sont des polyndmes de degré inférieur ou égal & max(degP, deg@).

2 - Si z — cos sz et # — sin sz sont solutions de (), c’est-a-dire si zs est racine simple de
E., (L) admet une solution particuliére de la forme z +—— S(z)cos sz +7 () sin sz, ot S et T" sont
des polynémes de degré inférieur ou égal a max(degP, deg@) + 1.

PREUVE — Nous admettons ce résultat.

EXEMPLE — Résoudre (L) : y” + y = 4cos® z = 3 cos = + 4 cos 3.

On applique le principe de superposition des solutions en cherchant séparément une solution
particuliére de chacune des équations :

y'+y=3cosz (L) et y'+y=4cos3z (L)
Pour I’équation (L1 ), on cherche une solution particuliére de la forme :
yi(x) =arcosz + cxsinz
Pour I’équation ( Lz), on cherche une solution particuliere de la forme :

Y2(2) = acos 3z + Fsin Iz
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