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Introduction

Nous rappelons dans ce chapitre de nombreuses notions de base déja vu au lycée. Nous commencons par
introduire les différents ensembles de nombres (les entiers naturels N et relatifs Z, les nombres rationnels Q
et les nombres réels R). On rappelle les régles sur le calcul dans R: les fractions, les puissances, les racines
carrées de nombres réels. On s’intéresse ensuite aux méthodes de résolution des équations et inéquations. Des
rappels sur les polynomes des premier et second degrés sont donnés a la troisieme section. Nous terminons le
chapitre en introduisant les notations somme, produit et factorielle qui seront utilisées tout au long de l’année.

Anthony Mansuy - Professeur de Mathématiques en supérieures ECE au Lycée Clemenceau (Reims)
mansuy .anthony@hotmail . fr
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1 Nombres et calculs

1.1 Les ensembles de nombres

Définition.

e Un ensemble est une collection ou un groupement d’objets distincts. Ces objets s’appellent les
éléments de cet ensemble.
L’unique ensemble constitué d’aucun élément est noté @) et appelé ensemble vide.

e Si F est un ensemble et si x est un élément de F, on dit que z appartient a FE ou que x est dans F
et on écrit x € E.

Dans le cas contraire, si 2 n’est pas un élément de F, on dit que = n’appartient pas & E et on écrit

Notations. Soient E un ensemble et x un élément de E. On notera:
e YV x € E pour dire "pour tout x appartenant & E” ou ”quel que soit x appartenant a E”,
e 7z € F pour dire ”il existe un z dans E” ou "on peut trouver un x dans E”.
Définition.
] Soient E et F' deux ensembles quelconques. E est dit inclus dans F' si tout éléments de E est un élément
de F'. On dit aussi que E est un sous-ensemble de F' ou une partie de F' et on écrit dans ce cas E C F.

Beaucoup d’ensembles de nombres ont déja été rencontrés au Lycée:

e [’ensemble des entiers naturels, noté N: 0,1,2,3,...

20 2
Par exemple, 1 € N, 15 € N, 5 € N. Par contre, =5 ¢ N, 10.3 ¢ N, 3 ¢N,vV2¢N.

e L’ensemble des entiers relatifs, noté Z, constitué des entiers naturels et de leurs opposés: ..., —2,—-1,0,1,2,...

21 2
Par exemple, —17 € Z, 35 € Z, - € Z. Par contre, —3.7 ¢ Z, 3 ¢7,V2¢ 7, ¢

e L’ensemble des nombres rationnels, noté Q, constitué des quotients de deux entiers relatifs: ce sont les
N
nombres de la forme = ou p,q € Z et g est non nul.
q

1
Par exemple, —5 € Q, 2.86 € Q, 3—57) € Q. Par contre, V2 ¢ Q, 7 ¢ Q.

e [’ensemble des nombres réels, noté R, constitué des nombres rationnels et des nombres irrationnels
(qui ne peuvent pas s’écrire comme quotients de deux entiers relatifs).

1
Par exemple, —3.5 € R, 37 cR,V2eR, TR,

4 Y
4 ™y
4 Y

Entiers naturels

Entiers relatifs
. o

Nombres rationnels

Nombres réels
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Remarques. N est un sous-ensemble de Z, Z est un sous-ensemble de Q et QQ est un sous-ensemble de R. En
particulier, on a les inclusions suivantes: N C Z C Q C R.

Notations. On note R (respectivement R_) I’ensemble des nombres réels positifs (respectivement des nombres
réels négatifs). On note R* ou R\ {0} 'ensemble des nombres réels non nuls.

1.2 Calculs dans R

Fraction de deux nombres réels

Définition.

Soient a et b deux nombres réels, b non nul. On appelle quotient de a par b ou fraction de a par b le
nombre réel x tel que b X x = a. Le quotient x de a par b est noté e

Remarque. Le quotient d’un nombre réel par 0 n’est pas défini. Par exemple, 0 n’est pas défini: en effet, il

n’existe pas de nombre réel x tel que 0 x x = 3.

6 0
Exemples.3><2:6d0nc§:2,2><020d0nc§:O.

— Propriété 1 (Opérations sur les fractions)

Soient a, b, ¢, d, k des nombres réels, avec b, d, k non nuls. Alors:

a c a—+c
1 — - =
) erf=2e 1
a ¢ aXc
(2) + x 5 = -——, et en particulier, si a # 0, —— = —,
b d ]i) x d (4) a
a ax
3) - = .
) b bxk p
(4) Diviser par une fraction revient & multiplier par son inverse: % =a X 3
d

Exemples. Simplifier les fractions suivantes:
25 27 11

s w1
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Puissance entiére d’un nombre réel
Définition.

Soient a € R* et n € N*. Alors, on pose:

ea"=axax...xa (ilyan facteurs a dans le produit). En particulier, a'
—_————
n fois
1

e ¢ " I'inverse de a”. On a ainsi a™ " =

an

Par convention, a® = 1.

Exemples. (—58)" =1;273 = 55~ 3

— Propriété 2 (Puissance entiere d’un nombre réel)
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= a.

Soient a et b deux nom’pnres réels non nuls et m et n deux entiers relatifs. Alors:
a
(1) am X an — am-&-n; — am—n; (am)n — amn.

()"

(2) @™ x b™ = (a x b)™; 2 a4

> pm

Exemples. Simplifier les expressions suivantes:

12°

A= 34911
_18x107*
T 3x10°3

52 x 73

Racine carrée d’un nombre réel positif
Définition.

tout a € Ry,

Vaxa=(Vay =a.

Exemples. V0 = 0, V9 = 3, V16 = 4.

— Propriété 3 (Racine carrée d’un nombre réel positif)

Soit @ € Ry. La racine carrée de a est le nombre réel positif, noté \/a, dont le carré est égal a a: Pour

(1) Sia,be Ry, \axvVb=+axb.

e

(2) Siae Ry et beRY,

S
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Exemples. Simplifier les expressions suivantes:

A= (VT-3)(VT+3)

B =6 x V14 x /18 x /7

3B+ V20
VB

» Soient a € R* et b € RY. Pour simplifier une fraction de la forme ﬁ, on multiplie le numérateur et le

dénominateur par la quantité conjuguée de a + Vb, c¢’est-a-dire a — \/b:
- (a — V/b) _a—b
a+vb (a+Vb)(a—Vb) a?—b

Exemples. Simplifier les expressions suivantes:

JERERE
3—-V5h

V12

2(V3+2)

1.3 Identités remarquables

— Propriété 4 (Identités remarquables)

Soient a et b deux nombres réels quelconques. Alors:
e En degré 2,
(a+b)?* = a*+2ab+b?
(a—b)? = a*—2ab+1?
a®>—bv* = (a+Db)(a—0b)
e En degré 3,
(a+b)3 = a®+3a%b+ 3ab® + b
(a—b)? = a*—3a*b+ 3ab® —b*
a®—bv* = (a—0b)(a®+ab+b?)
a®+b* = (a+0b)(a® —ab+b?)
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2 Ordre dans R, équations et inéquations
2.1 Inégalités, intervalles et valeur absolue
Béﬁnition.

Soient a et b deux nombres réels.

On dit que a est inférieur ou égal a b et on note a <bsib—a e R,.

e On dit que a est supérieur ou égal a bet onnotea >bsib—a e R_.

On dit que a est inférieur strictement & b et on note a < bsi b—a € RY.

On dit que a est supérieur strictement & b et on note a > bsi b —a € R*.

» Pour comparer deux nombres réels a et b, on étudie le signe de leur différence b — a.
Exemples.

7
C — et —.
o Comparer o et o

e Comparer 3 et /8.

— Propriété 5 (Opérations sur les inégalités)

Soient a, b, ¢, d des nombres réels.

(1) a < béquivaut a a +c < b+c. (2)Sia<betc<d,alorsa+c<b+d.

(3) Pour tout ¢ < 0, a < b équivaut a ac > be. (4) Pour tout ¢ > 0, a < b équivaut a ac < be.
(5) Si0<a<bet0<c<d, alors ac < bd. (6)Si0<a<b, alors 1 > 1

(7) Si 0 < a <b,alors a® < b2 (8) Si0<a<b, alors 0</a< b

Exemple. Sachant que —2 < z < 6, déterminer un encadrement de

1
Vi+3

o (7T—2)%
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Définition.
On appelle intervalle réel I’ensemble des nombres réels compris entre deux nombres réels constituant la

borne inférieure et la borne supérieure de 'intervalle. Les bornes d’un intervalle peuvent appartenir ou non
a lintervalle.

Voici les différents types d’intervalles que I’on peut rencontrer:

e Intervalles bornées (a,b € R, a < b):
]a, b|= ensemble des = € R tels que a < < b (intervalle ouvert).
[a, b[= ensemble des = € R tels que a < x < b (intervalle semi-ouvert).
]a,b] = ensemble des x € R tels que a < = < b (intervalle semi-ouvert).
[a, 0]

a,b] = ensemble des x € R tels que a < x < b (intervalle fermé). Dans ce cas, on parlera de segment.

o Intervalles non bornées (a € R):
Ja, +oo[= ensemble des z € R tels que a < z (intervalle ouvert).
[a, +00[= ensemble des z € R tels que a < z (intervalle fermé).
] — o0, a[= ensemble des x € R tels que z < a (intervalle ouvert).
] — o0, a] = ensemble des x € R tels que x < a (intervalle fermé).

Un intervalle réduit & un point se note {a} et est appelé singleton.

Remarque. Sur le méme modele que la définition des intervalles réels, on peut aussi définir la notion d’intervalle
entier. Un intervalle entier noté [a,b], ou a et b sont deux entiers tels que a < b, est ’ensemble des entiers
n € Z tels que a < n < b. Par exemple, [-1,5] = {-1,0,1,2,3,4,5}.

Définition.

Soit a € R. La valeur absolue de a est le nombre réel noté |a| défini par:

laf = a, si a>0,
"l —a, si a<0.

Exemples. Ecrire sans barres de valeurs absolues les nombres suivants:
0] = ’\/5_1‘: ’\/§_5‘: r — 5| = 7 — 20| =

Remarque. On retiendra que la valeur absolue d’un nombre réel est toujours positive. De plus, la valeur
absolue d’un nombre réel est nulle si et seulement si le nombre réel est nul:

VaeR, |a] =0 équivaut & a = 0.

Interprétation géométrique. La valeur absolue d’un réel représente sa distance a 0. Si a et b sont deux
réels, |b — a| est la distance de a a b, notée aussi d(a,b).

— Propriété 6 (Valeur absolue d’un nombre réel)
(1) Pour tout réel a, |—a| = |a| et Va2 = |a|.
(2) Pour tout réel a et pour tout réel positif b,
la] = b équivaut & a =b ou a = —b.
(3) Pour tous réels a, b,
(a) |a+0b|] <la|+ |b] (inégalité triangulaire).

_ . la] ja
(b) |a| x [b] = |a x b] et, si b #£ 0, o _‘b‘,
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— Propriété 7 (Intervalles et valeur absolue)

Soient a un réel quelconque et r un réel strictement positif. Alors:
(1) |z —a| < r est équivalent & x € [a — r,a + r].
(2) |z —a| > r est équivalent & x €] — co,a — 7] ou = € [a + 7, +00].

Ces propriétés sont encore vraies en remplagant les inégalités larges par des inégalités strictes et les
intervalles fermés par des intervalles ouverts.

Exemples. Compléter le tableau suivant:

Tracer sur un Traduction en Traduction Traductions avec Traduction avec
axe valeurs absolues en distances des inégalités des intervalles

I
—— lz—1] <2 d(z,1) <2 —1<z<3 ze[-1,3]

-1 3

[z —3[<1
d(z,—4) <2
—2<x <2
x € 16, 10]
|z| > 3
r<—4doux>2
lz+2] <1

IE 3’

-2 4

2.2 Equations et inéquations
Définition.

e Une équation est une égalité entre deux expressions mathématiques appelées membres de ’équation,
et ou figure une ou plusieurs inconnues.

e Une inéquation est une inégalité entre deux expressions mathématiques appelées membres de
I'inéquation, et ou figure une ou plusieurs inconnues.

e Résoudre une équation (resp. une inéquation), c’est déterminer toutes les valeurs des inconnues pour
lesquelles 1’égalité entre les deux membres de I’équation (resp. l'inégalité entre les deux membres de
I'inéquation) est vérifiée.

e Deux équations ou deux inéquations sont équivalentes si elles ont les mémes solutions.

On se limitera dans ce chapitre au cas des équations et des inéquations a une inconnue.
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Notation. Si (E;) et (E2) sont deux équations ou deux inéquations équivalentes, on notera: (F1) < (Es).

» Pour résoudre une équation ou une inéquation, on la transforme successivement en équations ou inéquations
équivalentes de facon a isoler le ou les inconnues pour pouvoir les déterminer.

A partir d’'une équation, on utilise les opérations suivantes pour obtenir une équation équivalente:

— Propriété 8 (Opérations sur les équations)

(1) Lorsqu’on ajoute (ou soustrait) un méme nombre réel aux deux membres d’une équation, on
obtient une équation équivalente.

(2) Lorsqu’on multiplie (ou divise) par un méme nombre réel non nul les deux membres d’une
équation, on obtient une équation équivalente.

Exemple. Résoudre équation (F;) : v2(z +3v2) =z + 7.

A partir d’'une inéquation, on utilise les opérations suivantes pour obtenir une inéquation équivalente:

— Propriété 9 (Opérations sur les inéquations)

(1) Lorsqu’on ajoute (ou soustrait) un méme nombre aux deux membres d'une inéquation, on obtient
une inéquation équivalente en conservant 1’ordre.

(2) Lorsqu’on multiplie (ou divise) par un méme nombre réel strictement positif les deux membres
d’une inéquation, on obtient une inéquation équivalente en conservant ’ordre.

(3) Lorsqu’on multiplie (ou divise) par un méme nombre réel strictement négatif les deux membres
d’une inéquation, on obtient une inéquation équivalente en changeant 1’ordre.

Exemple. Résoudre I'inéquation (Es) : 2z + 3 < bz — 4.
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3 Polynomes des premier et second degrés

3.1 Polynémes du premier degré

Soient a et b deux nombres réels avec a # 0. Considérons le polynéme P du premier degré défini par
P(z) = ax + b, ol x est un nombre réel quelconque.

P est une fonction affine. Elle est représentée graphiquement par une droite. a est le coefficient directeur de
cette droite et b est son ordonnée a ’origine.

1. Donner la représentation graphique des fonctions polynémes P et Q.

-3_

Equation Inéquation Inéquation Graphique
ar+b=0 ax+b>0 ar+b<0
L’inéquation | L’inéquation Y
L’équation ar +b > 0]laxr+b < 0
Lorsque ar +b = 0 | admet pour | admet pour b
a>0 admet pour | ensemble ensemble
) b | de solutions | de solutions
solution —— b ba
@ | |—=, 400 —00, —— g
a a
L’inéquation | L’inéquation y
L’équation ax +b > 0|ax+b < 0
Lorsque ar +b = 0 | admet pour | admet pour %
a<0 admet pour | ensemble ensemble
luti de solutions | de solutions oy
solution —= b “b/a
—00, —— ) +0o0
a a
Le signe de P(z) = ax + b est donné par le tableau suivant:
x —0 b +00
a
P(x) signe de —a 0 signe de a

Exemple. On considere les polynémes du premier degré P(xz) = 2z — 3 et Q(z) = —x + 1.

10
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2. Déterminer, en fonction de z, le signe de P(z) = 2z — 3 et de Q(z) = —x + 1. En déduire les solutions de
Iinéquation (F3) : (22 — 3)(—z+1) < 0.

3.2 Polynémes du second degré

Soient a,b et ¢ trois nombres réels fixés. Considérons le polynéme P du second degré défini par P(z) =
ar? + bx + ¢, olt x est un nombre réel quelconque. On suppose que a # 0 (si @ = 0, on est dans le cas d’'un
polynéme du premier degré et cette situation a déja été étudiée dans la section précédente).

— Théoréme 10 (Racines d'un polynéme du second degré)

Soient a,b,c trois réels, a # 0, P(z) = az? + bz + ¢ un polynéme du second degré. On appelle
discriminant du polynéme P le nombre réel, noté A, égal & b — dac. Alors:

—b+ VA —b— VA

——— et x5 =

e Si A > 0, P admet deux racines distinctes z; = 5 2= g et on a la
a a

factorisation suivante:
Plz)=a(x—z1) (x — z2) .

b
e Si A =0, P admet une unique racine double zy = 5, et on a la factorisation suivante:
a
P(z) = a(z —x0)°.

e Si A < 0, P admet aucune racine et il ne peut pas étre factorisé. En particulier, P(x) est
non nul pour tout = € R et du signe du coefficient a.

Preuve. On commence par mettre le polynéme P sous forme canonique:

11
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Le discriminant A permet de ”discriminer” entre les différents cas selon son signe:

e SiA>0,

e SiA=0,

e Si A <O,

On en déduit le signe de P(x) = ax® + bz + ¢ suivant la valeur de A:

e Lorsque A > 0,

e Lorsque A =0,

e Lorsque A < 0,

T —00 T T2 +oo
P(x) signedea (O signede —a 0 signe de a
T —00 To 400
P(x) signedea 0 signe de a
T —00 +00
P(x) signe de a

12
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Interprétation graphique. La représentation graphique de P(x) = ax? + bz + ¢ est une parabole dont I'axe
de symétrie est la droite verticale d’équation x = ~2g" La parabole est tournée vers le haut si a > 0 et vers le
a

bas si a < 0.
Les racines éventuelles correspondent aux abscisses des points d’intersection de la parabole avec 'axe des

abscisses.

Casou a > 0: Cas ou a < 0:

x1 X

Exemple. On considere les polynomes du second degré P(z) = 22 + x — 6 et Q(z) = 222 + 2z — 4.

1. Déterminer les racines des polynomes P et @, puis les mettre sous forme factorisée.

2. Donner la représentation graphique des polynomes P et Q.

_2_ I

_3_

13
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2
-6

3. Résoudre l'inéquation (Ey) : % > 0.
x x —

4 Notations somme, produit et factorielle

4.1 Notation X

Définition.

Pour tout n € N*, si x1,x2,...,x, sont des réels, la somme 1 + x2 + ... + x,, se note symboliquement
n
E T,
k=1

et elle se lit "somme de k égal 1 a n des x”. k s’appelle I'indice de la somme et 1 et n les bornes de la
somme.
Plus généralement, pour tout p,n € N tels que p < n, la somme x, + 2,41 +. ..+, se note symboliquement

n

k=p

et elle se lit "somme de k égal p a n des z”.

Remarques.

n
1. Si p < n, alors la somme Z x, contient (n —p+ 1) termes. Par exemple, si pour tout k, x; = a, alors
k=p

Za:a—i—a—l—...—i—a:(n—p—i—l)a.
—_————
k=p (n—p+1) fois

2. L’indice d’une somme est dit muet, ce qui signifie que 1’on peut écrire:
n n n
x1+...+xn:§ xk:E IEi:E Tj=...
k=1 i=1 j=1

Exemples.

12 7
1. Ecrire sans le symbole Z les expressions Z k% et T2
k=5 k=3

14
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2. Ecrire les sommes suivantes avec le symbole E :

e 5+6+...+15

e 14+2+4224 .. 4210

— Théoréme 11 (Opérations sur les sommes)

(1) Soient n € N*| x1,x9,...,2, €t y1,¥y2, ...,y des réels. Alors:

D> (@ + ) Zxﬁzyk
k=1
(2) Soient n € N*| x1,x9,...,x, des réels et A € R. Alors:

n
Z AT = A Z xr  (Factorisation par A qui ne dépend pas de I'indice).
k=1

(3) Soient n,m € N* avec 1 <m < n et x1,x2,...,2, des réels. Alors:

n

Z Ty = Z Tr + Z zr  (Relation de Chasles).
k=1 k=1

k=m+1

— Propriété 12 (Sommes usuelles)

Soit n € N*.

(1) Sommes des premieres puissances des n premiers entiers naturels non nuls:

- n+1 e n(n+1)(2n+41) 53 ni(n+1)?
Zk — (i) Zk (i14) Zk —

k=0 k=0 6
(2) Somme géométrique (avec g € R*):
n+1 sig=1,

n
qu _ 1— qn-‘,-l
k=0

- siq# 1.

Exemples.

o Calculer Z(3k2 — k4 2) en fonction de n € N*.
k=1

15
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e Calculer Z FIasy en fonction de n € N.
k=0

— Propriété 13 (Changement d’indice)

Soient deux entiers naturels n et p tels que p < n et m un entier (positif ou négatif)

n n—+m
E Lh+m — E Zj.
k=p i=p+m

On dit que 'on a effectué le changement d’indice i = k + m.

. Alors:

n n+m
» Pour passer de E Thtm G E Ti:
k=p i=p+m

e On posei =k +m, c’est-a-dire k =i —m.
e Dans le terme général de la somme, on remplace chaque k par i —m.
e Pour les bornes:

— Borne inférieur: lorsque k =p, 1 = p+ m.

— Borne supérieur: lorsque k =n, i = n + p.

n n+m
On obtient alors g Tham = E ;.
k=p 1=p+m

Exemples.

20
e Calculer la somme Z k2.
k=10

2n
e Calculer la somme Z

k=n

1
271{:.

16
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4.2 Notation []
Définition.
Pour tout entier naturel n non nul, si x1,x9,...,x, sont des réels, le produit xz; X x2 X ... X x, se note
symboliquement
n
JJ
k=1

et il se lit "produit de k égal 1 & n des x;”. Dans le produit ci-dessus, k s’appelle I'indice et 1 et n les
bornes de la produit.

Plus généralement, quels que soient les entiers p et n tels que p < n, le produit x, X 41 X ... X 2, se note
symboliquement
n
H Tk,
k=p

et il se lit "produit de k égal p a n des z”.

Remarques.

n

1. Si p < n, alors le produit H xy contient (n — p+ 1) termes. Par exemple, si pour tout k, x5 = a, alors
k=p

n
Ha:axax...xa:a”_p+1.
—_———

h=p (n —p+1) fois

2. Comme pour les sommes, I'indice d'un produit est muet:
n n n
T1 X ... X Ty = ka:HwZ:HmJ:
k=1 i=1 j=1

Exemples.

5 7
1. Ecrire sans le symbole H les expressions H k% et H

k=3 k=2 k+1

2. Ecrire les produits suivants avec le symbole H:

o 1 Xx2x4x8x16x32

17
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— Théoréme 14 (Opérations sur les produits)

(1) Soient n € N*| x1,xa,...,2, €t y1,y2,...,yn des réels. Alors:
n n
Hﬂckxyk <H$k> x (H%)
k=1 k=1
(2) Soient n € N*| x1,x9,...,x, des réels et y1,ya,...,y, des réels non nuls. Alors:

‘n’:]:

H Tk
- ur B
k=1 H Yk
k=1
(3) Soient n,m € N* avec 1 <m < n et x1,x2,...,2, des réels. Alors:
H T = (H xk) X ( H xk> (Relation de Chasles).
k=1 k=1 k=m-+1

4.3 Notation factorielle

Définition.
Pour tout entier naturel n, on appelle factorielle de n, et on note n!, Pentier naturel défini par:
1 sin=0,
. n
= Hk:1x2><...><n sin > 1.
Exemples.
1. Compléter le tableau suivant:
n 0 1 2 3 4 5 6

n!

2. Simplifier les expressions suivantes:

7!
° —
5!

10!
e
8! x 2!

3! x 7! x 10!
o PV
2! x 8! x 9!

3. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Simplifier les expressions suivantes:

n!

(n—1)!

18
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(n+1)
* (n—1)!

n!
* (n—2)! x 2!
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