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Compétences attendues.

v Maitriser les différentes opérations sur les matrices (somme, produit par un réel, produit de deux matrices,
transposée d’une matrice).

v Calculer les puissances d’une matrice carrée a I’aide de 1'une des méthodes suivantes (selon les questions
de I’énoncé) :

e en déterminant la formule a démontrer par récurrence,

avec la formule du binéme de Newton,

a l'aide de suites usuelles,

e cn se ramenant aux puissances d’une matrice diagonale.
v Faire le lien entre matrices et systemes linéaires.

v/ Prouver qu’une matrice est inversible et déterminer son inverse a ’aide de 'une des méthodes suivantes
(selon les question de 1’énoncé) :
e en faisant le produit matriciel si 'inverse est donnée,
e & partir d’'une équation polynomiale vérifiée par la matrice,

e 3 l’aide de la méthode du pivot de Gauss.
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1 Généralités

1.1 Définitions
Définition.

Soient n et p deux entiers > 1.

e On appelle matrice a n lignes et p colonnes ou matrice n x p tout tableau de n x p nombres réels
rangés sur n lignes et p colonnes. Les éléments constituant une matrice n x p sont appelés coefficients
de la matrice et les entiers n et p sont les dimensions de la matrice.

e Si A est une matrice n x p, on note a; ; le coefficient de la i-ieme ligne et de la j-iéme colonne et on

écrit :
a1 ai2 0 Qlp
a1 Q22 -+ G2p
A= (aij)ici<n =
1<j<p
an,1 QAp2 *°° Adnp

S’il n’y a pas d’ambiguité sur le nombre de lignes et le nombre de colonnes, on pourra noter plus
simplement A = (a; ;).

e L’ensemble des matrices & n lignes et p colonnes est noté M, ,(R). Sin = p, cet ensemble est noté
M, (R) et ses éléments sont alors appelés matrices carrées d’ordre n.

Exemples. La matrice A est de dimension 2 x 3, la matrice B est de dimension 3 X 2 et la matrice C' est une
matrice carrée d’ordre 2 :

5
1 0 -2 52 20
A= €M23(R)7 B = \/§ 0 € Msj Q(R), C = 6M2(R).
3 -1 5 ’ ' T 2
-1 In(2)
Pour ces matrices, on a par exemple :
a12 =0, a23=05, ba2=0, b31=—1, c1,1 =co2=2.

Définition.

e Toute matrice n x 1 est appelée matrice colonne et toute matrice 1 x p est appelée matrice ligne.
On identifie les matrices 1 x 1 et les réels.

e Soit A = (a; ;) une matrice n x p. Alors :

— Sid € [1,n], la matrice ligne (am-)lgjgp = ( i1 Qi ... Qip ) est la i-iéme ligne de A.

ai,j
.. . a2, N

— Sij € [1,p], la matrice colonne (aivj)lgign = est la j-iéme colonne de A.

Qn,j
Définition.
Soit A = (a; ;) une matrice carrée d’ordre n.
o Les coeflicients a1,1,a22,...,an,n sont appelés coefficients diagonaux de A.

o Les coefficients a; ; tels que i > j sont donc situés en dessous de la diagonale de A tandis que les
coefficients a; ; tels que i < j sont situés au dessus de la diagonale.




ECE1 Lycée Clemenceau, Reims

Définition.

Deux matrices A = (a; ;) et B = (b; ;) sont égales si elles ont mémes dimensions n x p et si :

Vi € [[l,n]], V_] S Hl,pﬂ, Qi 5 = bi,j-

Dans le cas contraire, on dira que les matrices A et B sont distinctes.

Exemples.

(§ S )5 Y) ()

1.2 Matrices particulieres

O = =
O = N

2 10)#(e

—_ O
O =~
S~~~

Définition.
e Une matrice carrée A = (a; ;) de M,,(R) est dite diagonale si pour tout ¢ # j, a; ; = 0.

e Une matrice diagonale dont tous les coefficients diagonaux sont égaux est dite matrice scalaire.

Exemples. Les matrices Dy et D5 suivantes sont diagonales. La matrice D3 est scalaire :

0 0 1 0 0 2 00
D1:(02),D2: 02 01, Dg=10 2 0
0 0 3 0 0 2
Définition.
e La matrice nulle d’ordre n x p est la matrice de M,, ,(R) dont tous les coefficients sont nuls.
Cette matrice est notée 0, , ou 0, si n = p.

e La matrice identité d’ordre n est la matrice diagonale (ou scalaire) de M,,(R) dont tous les coef-
ficients diagonaux sont égaux a 1. Cette matrice est notée I,,.

Exemples.

o O =
o = O
= O O
m
w
—~
=
N

00 0 0 1 0
032=10 0 EMBQ(R)7 0y = EMQ(R), I, = GMQ(R), I3 =
' ’ 0 0 0 1
0 0
Définition.
e Une matrice carrée A = (a; ;) de M, (R) est dite triangulaire supérieure si, pour tous ¢ et j tels
que ¢ > j, a; ; = 0, c’est-a-dire si tous les coefficients situés en dessous de la diagonale sont nuls.

e Une matrice carrée A = (a; ;) de M, (R) est dite triangulaire inférieure si, pour tous i et j tels que
i < J, a;; =0, c’est-a-dire si tous les coefficients situés au dessus de la diagonale sont nuls.

Exemples. La matrice A est triangulaire supérieure et la matrice B est triangulaire inférieure :

1 3 1 1 0 0
A=1 0 -1 5 et B=| 3 2 0
0 0 2 1 5 -1
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2 Opérations sur les matrices

2.1 L’espace vectoriel M,,,(R)

Addition des matrices
Définition.
Si A = (a;j)i<i<n € B = (b;j)1<i<n sont deux matrices de M,, ,(R), la matrice C' = (¢; j)1<i<n définie
1<5<p 1<5<p isisn
par :
Vi € [[1,77,]]7 V] S [[].7]9]]7 Ci,j = Q4 j +bi,j7

est appelée somme des matrices A et B et on note C' = A + B. L’opération définissant la somme de deux
matrices de M,, ,(R) est appelée 'addition des matrices dans M,, ,(R).

Exemple.
10 3 1
23l 2 5 )=
—— 5 -1 0
2

L’addition de deux matrices de dimensions différentes n’est pas définie.

& Attention.

— Propriété 1 (de 1’addition)

(1) L’addition dans M,, ,(R) est une loi de composition interne, c’est-a-dire :

VA, B € M, ,(R), A+ B € M, ,(R).

(2) L’addition dans M,, ,(R) est associative, c’est-a-dire :
VA, B,C e M, ,(R), (A+B)+C=A+(B+C).
Ainsi, la somme de trois matrices A, B, C' pourra étre notée A + B + C sans parenthese.
(3) L’addition dans M, ,(IR) est commutative, c’est-a-dire :

VA,B € M, ,(R), A+ B=B+ A.

(4) L’addition dans M, ,(R) admet pour élément neutre la matrice nulle 0,, ,, c’est-a-dire :

VAe M, ,(R), 0pp+A=A4+0,,=A

Définition.

L’opposée de la matrice A = (a; j)1<i<n est la matrice B = (b; j)1<i<n définie par :
1<j<p 1<j<p

Vi e [[Lnl]z v.] € [[Lpﬂa bi,j = —Q4,5.

On la note B = —A.

Une conséquence directe de cette définition est la propriété suivante :

— Propriété 2 (Opposée d’une matrice)

Pour toute matrice A € M, ,(R) :

A+(-A)=(-A)+ A=0,,.




ECE1 Lycée Clemenceau, Reims

Produit par un réel

Définition.
1<j<p 1<j<p

Vie [1,n], ¥j € [1,p], bij = Aai;.

est appelée produit de la matrice A par le réel \ et on note B = \A.

Exemple.

Remarque. La matrice opposée de A vérifie : —A

I
T
L
=
=

— Propriété 3 (du produit par un réel)

Si A = (ai,j)1<i<n est une matrice de M, ,(R) et si A est un réel, la matrice B = (b; ;)1<i<n définie par :

(1) VA € R, VA, B € M,, ,(R), N(A+ B) = AA + AB.
(2) VA, 1 € R, VA € My ,(R), (A+ )A = AA + pA.
(3) VA, € R, VA € M, ,(R), A(1nA) = (Ap)A.

2.2 Produit de deux matrices
Définition.

1<j<p 1<j<q
C = (¢i,j)1<i<n, élément de M,, 4(R), définie par :
1<i<q

p
Vie [1,n], Vi € [1,p], cij = Zai,kbk,jy
k=1

matrice de M,, ,(R) dans M, ,(R) est appelée produit matriciel.

Remarque. On peut interpréter le produit matriciel comme suit :

bl,l Ce bl,j Ce bl,q
aL1 - aue o aip bk oo blf,j o big cL1 e ey
aj 1 ai:.,k aj p bp,l bp"] o bp,q = Ci1 c;,.]
ni - Gnk - Gnp Cnl t Cnyj

Soit A = (ai,j)i1<i<n une matrice de M,, ,(R) et B = (b; j)1<i<p une matrice de M, ((R).

La matrice

est appelée produit des matrices A et B et on note C' = AB. L’opération définissant le produit d’une

Ci,q

Cn,q

Le terme de la i-ieme ligne et de la j-iéme colonne de C' s’obtient en sommant les produits des termes de méme
rang dans la i-ieme ligne de A et dans la j-ieme colonne de B selon le schéma ci-dessus ot 'on a représenté en

gras les coeflicients de A et B utiles au calcul de ¢; ;.

& Attention.

de A soit égale au nombre de lignes de B.

Pour pouvoir effectuer le produit matriciel de A par B, il faut impérativement que le nombre de colonnes
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Exemple. On considere les cinq matrices A, B, C, D et E suivantes :

3 5 3 0 -1
2 1 -3 01 0 1 0
A=l ce=(3o W) o=ty Vo m=(5 )
0 3 -5

Enumérer les produits de 2 ou 3 de ces matrices qui sont définis et les calculer.
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— Propriété 4 (du produit matriciel)

(1) Le produit matriciel est associatif, c’est-a-dire :
VA e M, ,(R), VB € M, ,(R), VC € M, ,(R), (AB)C = A(BC).
Ainsi, le produit de trois matrices A, B et C' pourra étre noté ABC' sans parenthése.
(2) Le produit matriciel est distributif par rapport a 'addition, c’est-a-dire :
VA e M, ,(R), VB € M, ,(R), VC € M, ,(R), A(B+C)=AB+ AC,

et
VA e M, ,(R), VB € M,, ,(R), VC € My, 4(R), (A+ B)C = AC + BC.

(3) Pour toute matrice A € M,, ,(R), on a :

I,LA=A et Al = A.

& Attention.

1. Le produit matriciel n’est pas commutatif. En général, AB # BA.

2. On peut avoir AB =0, 4 avec A # 0,, , et B # 0, 4. Par exemple,

., _ (00 (1 0 2 (0 0 O
31A—<01>etB—(000>alorsAB—<OOO)

En particulier, il est généralement interdit de simplifier un produit matriciel :

AC=AD=-C=D et CA=DA=-C=0D.

2.3 Transposée d’une matrice

Définition.
Si A = (a;;)i<i<n € My p(R), on appelle transposée de A la matrice de M,, ,,(R) notée *A définie par :
1<j<p
a1 azi o Qpa
'y ay,2 Qn 2
A1p G2pp " Onp

Autrement dit, ‘A est obtenue & partir de A par échange des lignes et des colonnes.

3 5 1 -1 5 1 2 3 4
Exemple. Calculer la transposéede A= |1 —4],B=| 3 2 0)etC= .
0 2 -2 3 4 > 6.7 8
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— Propriété 5 (de la transposition)

1) VA € M, ,(R), t (*A) = A.

2) VA € R, VA € M, ,(R), {(AA) = AL A.

(1)
(2)
(3) VA,B€ M, ,(R), "(A+B)= 'A+ 'B.
(4)

4) VA € M, ,(R), VB € M, ,(R) {(AB) = 'B'A.

Définition.
Soit A une matrice carrée de M,,(R).
e On dit que A est symétrique si elle est égale & sa transposée, c’est-a-dire ‘A = A.

e On dit que A est antisymétrique si elle est égale & opposée de sa transposée, c’est-a-dire 'A = —A.

Exemple. Les matrices suivantes sont-elles symétriques ou antisymétriques 7

1 0 4 0 2 -1 0o 1 2
A= 0 2 -1 B=| -2 0 1 c=1 -1 01
4 -1 5 1 -1 0 1 1 2

3 Cas des matrices carrées
3.1 Puissance d’une matrice carrée
Définition.

Pour tout entier k£ € N et pour toute matrice A € M,,(R), on appelle puissance k-ieme de A la matrice,
notée A*, définie par :

«Sik—=0 A"=1,.

«Sik=1,A'— A

e Sik>2 AF=Ax...xA
—_—

k fois

& Attention.

On peut avoir A*¥ = 0,, alors que A # 0,,. Par exemple,

01 2 00 1
A=(0 0 1], A*=1(0 0 0], A3 =
00 0 00 0

o O O
o O O
o O O
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Exemples. Calculer les puissances k-ieme des matrices suivantes :

1 1 1 a 0 0
A= 1 1 1 et B=1 0 b 0 | (aveca,b,c€R).
1 11 0 0 ¢
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ECE1

Dans le cas des matrices diagonales, on retiendra la propriété suivante :

— Propriété 6 (Puissance d’une matrice diagonale)

Soient k € N* et A1, Ag,..., A\, € R. Alors :
A0 - 0 k Ao o0
0 X o _ 0 M
: .. - 0 : ‘. . 0
0 -+ 0 M\, 0 -~ 0 X

Autrement dit, la puissance d’une matrice diagonale est la diagonale des puissances.

La formule du binéme de Newton permet dans certains cas de calculer la puissance d’une matrice

— Propriété 7 (Formule du binéme de Newton)

Soient A et B deux matrices de M,,(R) qui commutent, c’est-d-dire telles que AB = BA. Alors,

pour tout entier k € N,
k

(A+B)F=>" (’;) APBF-P,

p=0

Exemple. On considere la matrice A = ( Z :g )

1. Déterminer la matrice B € Ma(R) telle que A = I, + B.

2. Calculer B* pour tout entier naturel k, et en déduire A*.

10
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3.2 Matrices carrées inversibles
Définition.
Soit A € M, (R). A est dite inversible si et seulement si il existe B € M, (R) telle que :

AB=BA=1,.

Propriété 8 (Unicité de 'inverse)

Soit A € M, (R). Si A est inversible, alors il existe une unique matrice B telle que AB = BA = I,,.
Cette matrice est appelée I'inverse de A et elle est notée A~1.

Remarque. On peut montrer que I'une des égalités AB = I,, ou BA = [, implique l'autre. Par conséquent,
pour prouver l'inversibilité de A, il suffira d’exhiber une matrice B vérifiant une seule des égalités AB = I,, ou
BA = I,,, et on aura alors nécessairement B = A~1.

Exemples.
-3 5 6 0 1 2
1. Vérifier que les matrices | —1 2 2 et —1 3 0 | sont inverses 'une de I'autre.
1 -1 -1 1 -2 1
5 3 0
2. On considere la matrice A= —6 —4 0
-3 -3 2

(a) Calculer A2 — A.

11
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(b) En déduire que la matrice A est inversible et calculer A~!.

Remarques. Si A est inversible, il est possible de simplifier les égalités qui contiennent A en facteur :

e Si AC = AD, on a en multipliant par A~! & gauche :

AC = AD = A7Y(AC) = A"Y(AD) = (A7'A)C = (A'A)D = C = D.

Attention, il faut distinguer droite et gauche puisque le produit n’est pas commutatif.

— Propriété 9 (de I'inverse)

(1) Si A € M, (R) est inversible, alors A~! I'est aussi et (A’l)f1 = A.
(2) Si A € M,(R) est inversible, alors ‘A I'est aussi et (*fA) " = * (A71).
(3) Si A, B € M,(R) sont inversibles, alors AB l'est aussi et (AB)~! = B71A~L.

Remarque. On peut déduire de cette derniére propriété que :

e Si Ay,..., Ay € M, (R) sont inversibles, alors Aj ... Ay est aussi et (A;... Ax) "' = A1

e Si A € M, (R) est inversible, alors A* I'est aussi et (A¥)~1 = (A~1)*.

4 Matrices et systemes linéaires

4.1 Ecriture matricielle d’un systeme

Définition.

T1,T2,...,Tp suivant :
41,171 + a1,2%2 + ...+ a1,pTp = b1
2,171 + a2.2%2 + ...+ a2 pTp = b2
(5) :
Ap1T1 + G 2T2 + ...+ QnpTp = by

1<j<p

de (S) et B est la matrice colonne & n lignes du second membre de (5).
On peut ainsi écrire le systéme (.5) sous forme d’une égalité matricielle :
AX =B

ou AX représente le produit matriciel de A et X.

En notant A = (a;j)1<i<n, X = (2;),<;<, et B = (bi);<;<,,, on définit trois matrices A, X, B.

ATt

Soient n et p deux entiers naturels non nuls et (S) le systéme linéaire de n équations & p inconnues réelles

A e M, ,(R) est la matrice associée au systéme (S), X est la matrice colonne & p lignes des inconnues

12
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Exemple. Considérons le systeme linéaire suivant :

-3z + S5y + 6z = 1
S)s —z + 2y + 2z = 0
T -y - z = -1

Ecrire (S) sous forme matricielle et donner la matrice associée a (S).

— Théoréme 10 (Systeémes de Cramer et matrices inversibles)

Soient (S) un systéme de n équations & n inconnues, A € M, (R) la matrice associée & (S5), X la
matrice colonne des inconnues de (S) et B la matrice colonne du second membre de (.5).

(1) Le systéme (5) est de Cramer si et seulement si la matrice A est inversible.

(2) Dans ce cas, I'unique solution est donnée par AX = B« X = A™1B.

Exemple. Considérons toujours le systeme linéaire :

—3r + Sy + 6z = 1
S8 —x + 2y + 2z =
T -y - z = -1

Justifier que (5) est de Cramer et donner son unique solution.

13
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— Propriété 11 (Inversibilité d’une matrice triangulaire ou diagonale)

(1) Une matrice carrée triangulaire (inférieure ou supérieure) est inversible si et seulement si tous
les coefficients de sa diagonale sont non-nuls.

(2) En particulier, une matrice diagonale est inversible si et seulement si tous les coefficients de
sa diagonale sont non-nuls.

Remarque. L’inverse d'une matrice diagonale (dont tous les coefficients de la diagonale sont non-nuls) est la
matrice diagonale des inverses : si A1, ..., A, € R*,

A 0 - 0 )\—11 o --- 0 1 0 - 0
O )\2 ; X O /\12 = 0 1

N D 0 : 0
0 - 0 X, 0 0 0 0 1

4.2 Calcul de l’'inverse d’une matrice

% Méthode.

Pour prouver inversibilité d’une matrice A et calculer son inverse, on utilise la méthode du pivot de
Gauss :

1. A T'aide des opérations élémentaires sur les lignes, on transforme A en une matrice triangulaire
supérieure B.

2. Si au moins un des coefficients diagonaux de B est nul, alors la matrice A est non-inversible.
3. Si les coeflicients diagonaux de B sont tous non-nuls, alors la matrice A est inversible. Dans ce cas :

(a) A Taide des opérations élémentaires sur les lignes, on transforme B en la matrice identité I,,.

(b) En appliquant toutes ces transformations élémentaires (pour transformer A en B puis B en
I,,) a la matrice identité I,,, on obtient la matrice AL

Exemple. Montrer que la matrice A suivante est inversible et calculer son inverse :

2 7 3
A= 3 9 4
1 5 3

14
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