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Compétences attendues.
v/ Montrer qu'une application est linéaire.
Montrer qu’une application linéaire est un endomorphisme.
Trouver le noyau et 'image d’une application linéaire.
Montrer qu’une application linéaire est injective ou surjective.
Connaitre et savoir utiliser le théoreme du rang.
Montrer qu’'une application linéaire est un isomorphisme ou un automorphisme.
Déterminer la matrice d’'une application linéaire.

Déterminer matriciellement le noyau, I'image et le rang d’une application linéaire.
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Dans tout ce chapitre, E' et F' désigneront deux espaces vectoriels.

1 Généralités sur les applications linéaires

1.1 Définitions
Définition.
Une application f : F — F est dite linéaire si :
Yu,v € E, f(u+v)= f(u)+ f(v) et Yue E, VAER, f(A-u)=X\- f(u).

On note Z(E, F) l'ensemble des applications linéaires de E dans F.

Exemples.
e [’application nulle N : { E = F est linéaire.
u OF
e [’application identité Idg : u est linéaire.
. | My (R) —  My(R) o
e La transposition ¢ : { A s A est linéaire.
, L. [ RX] - R ) s . , . o
e L’application f, : { P — Pl d’évaluation en a € R d’un polynéme est linéaire.
1 0
e La dérivation D : { ¢ (R.R) — <g, (R, R) est linéaire.
e f
¢°(la,b],R) — R
o L’intégration I,y : { (o, 8], R) b est linéaire.
[ [ f(x)de

Propriété 1 (Caractérisation des applications linéaires)

Soit f : E — F une application. f est une application linéaire si et seulement si

Vu,v € E, VAER, f(A-u+v) =X f(u)+ f(v).

% Méthode.

Pour montrer que f : E — F est linéaire, on prouve que pour tout u,v € E et pour tout A € R,

fA-utv) =X f(u) + f(v).

RZ — R2

2y) = (¢4 2y 2+ 4y) est linéaire.

Exercice. Montrer que 'application f : { (
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& Attention.

Il ne faut pas confondre les méthodes pour montrer que :
e [ est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel F ;
e f est une application linéaire de F dans F'.

En particulier, dire qu’une application est ”stable par combinaisons linéaires” ne veut rien dire. Un
sous-espace vectoriel est stable par combinaisons linéaires, une application linéaire est juste... linéaire !

— Propriété 2 (d’une application linéaire)

Soit f € ZL(E,F). Alors :
(1) f(0g) =0p.
(2) Pour tous p € N*, (uq,...,up) € EP et (A1,..., ) € RP, on a:

Autrement dit, 'image par f d’une combinaison linéaire est la combinaison linéaire des images.

Preuve.

Définition.
“Tsoit f e 2(E, F).
e Si £ = F, on dit que f est un endomorphisme.
e Si f est bijective, on dit que f est un isomorphisme.

e Si £ = F et si f est bijective, on dit que f est un automorphisme.

Notation. On notera .Z(E) = Z(F, E) 'ensemble des endomorphismes de E.

Exemples. Idg est un endomorphisme de E, la transposition ¢ est un endomorphisme de .4, (R), 'application
linaire f de l’exercice précédent est un endomorphisme de R2.

1.2 Opérations sur les applications linéaires

— Propriété 3 (Structure algébrique de £ (FE, F))

Z(E, F) est un espace vectoriel. En particulier :
(1) Sif,ge L(E,F),alors f+g€ ZL(E,F).
(2) Sife Z(E,F)et xeR,alors \- f € Z(E,F).
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Preuve.

|
Propriété 4 (Composition d’applications linéaires)
Soient F, F' et G des espaces vectoriels.
Sife ZEF)et ge Z(F,G),alors go f € Z(E,G).
Preuve.
|
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Propriété 5 (Application réciproque)

Si f € Z(E,F) est un isomorphisme, alors f~ € Z(F, E).

Preuve.

— Propriété 6 (Composition d’isomorphismes)

Soient F, F' et G des espaces vectoriels.
Si f e ZE,F) et ge L(F,G) sont deux isomorphismes, alors g o f € Z(F,G) est aussi un
isomorphisme et (go f)™! = f~log~!.

1.3 Noyau d’une application linéaire
Définition.

Soit f € Z(E,F). On appelle noyau de f le sous-ensemble de E noté Ker(f) défini par :

Ker(f) = {u€ B | f(u) = 0r}.

Théoréme 7 (Structure algébrique du noyau)

Soit f € Z(E,F). Alors :

Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.
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Preuve.

% Méthode.

Lycée Clemenceau, Reims

% Pour déterminer le noyau d’une application linéaire f : E — F, on cherche les vecteurs u tels que

f(u) =0p en résolvant un systéme linéaire homogeéne.

Exercice. Déterminer le noyau des applications linéaires suivantes :

./ R? — R2?
| (my) = (v 42y, 20+ 4y)
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Propriété 8 (Caractérisation de I'injectivité par le noyau)

Soit f € Z(E,F). Alors :
f est injective < Ker(f) = {0g}.

Preuve.

) Méthode.
Pour montrer qu’une application linéaire f : E — F est injective, on cherche son noyau. L’application f
est injective si et seulement si Ker(f) = {0g}.

Exemples.
.. RZ2 — R2 , .
e [’application f : { @y) = (24 2y, 20+ 4y) n’est pas injective car Ker(f) # {Ogz}.
e L’application ¢ : { %"(Rfi : }/Zn(R) est injective car Ker(t) = {0 4, r) }-

1.4 Image d’une application linéaire

Définition.

] Soit f € Z(E, F). On appelle image de f le sous-ensemble de F' noté Im(f) défini par :
Im(f)={veF|ueE v=f(u}={f(u)|ueFE}.
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Théoreme 9 (Structure algébrique de I'image)

Soit f € Z(E,F). Alors :

Im(f) est un sous-espace vectoriel de F.

Preuve.

Exercice. Déterminer I'image des applications linéaires suivantes :

./ R* — R?
| (wy) = (x4 2y,22 +4y)
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cei{ B )
: A — A

Propriété 10 (Caractérisation de la surjectivité par 'image)

Soit f € ZL(E,F). Alors :
f est surjective & Im(f)=F

Preuve.

% Méthode.

Pour montrer qu’une application linéaire f : E — F est surjective, on cherche son image. L’application
| est surjective si et seulement si Im(f) = F'.

Exemples.
RZ2 — R2

e L’application f : { (0,y) = (242920 + 4y

) n’est pas surjective car Im(f) # R2.

My (R) — Mo (R)
A — A
t est bijective et c’est un automorphisme de ., (R).

e L’application ¢ : { est surjective car Im(t) = 4, (R). Comme t est aussi injective,
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2 Applications linéaires en dimension finie

On suppose dans cette partie que E est un espace vectoriel de dimension finie.

2.1 Image d’une base par une application linéaire

— Propriété 11 (Image d’une base par une application linéaire)

Soit # = (e1,...,ep) une base de E et F = (x1,...,xp) une famille de vecteurs de F.
Il existe une unique application linéaire f : E — F telle que f(e;) = z; pour tout 1 <i < p.
De plus, on a :

e f est injective si et seulement si .% est libre.
e f est surjective si et seulement si % est génératrice.

e f est bijective si et seulement si .% est une base.

Remarques. On en déduit que :
e Une application linéaire est entierement déterminée par 'image d’une base.

e Deux applications linéaires qui coincident sur une base sont égales.

— Propriété 12 (Famille génératrice de I'image)

Soit f € L(E,F) et B = (e1,...,ep) une base de E. Alors Im(f) est le sous-espace vectoriel de F'
engendré par la famille (f(e1),..., f(ep)). Autrement dit :

Im(f) = Vect (f(e1),- - f(ep)) -

Preuve.
|
) Méthode.
Pour déterminer l’image d’une application linéaire f : E — F, on considére une base B = (e1,...,ep) de
E (en général la base canonique de E) et on détermine Im(f) = Vect(f(e1),..., f(ep)).

10
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R? — R?

2y (34 2y, 20 + dy) a I'aide de la propriété précédente.

Exercice. Retrouver 'image de f : { (

2.2 Rang d’une application linéaire
Définition.

Soit f € Z(E,F). On appelle rang de f et on note rg(f) la dimension de I'image de f :

rg(f) = dim(Im(f)).

RZ — R?

Exercice. Donner le rang de f : { (0,y) = (242020 +4dy)

Propriété 13 (Rang d’une application linéaire)

Sife ZEF)et B=(e,...,ep) est une base de E, alors rg(f) =rg(f(e1),..., f(ep)).

Preuve.

— Théoréme 14 (du rang)

Soit f € Z(E,F). On a:

dim(F) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(Ker(f)) + rg(f).

R? — R?

Exercice. Vérifier que le théoreme du rang est valable pour f : { (@y) = (v+2y 20 +4y)

11
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2.3 Caractérisation des isomorphismes

— Théoréme 15 (Caractérisation des isomorphismes)

On suppose que E et F' sont de méme dimension finie, et soit f € Z(E, F). Il y a équivalence
entre :

(1) f est bijective ; (2) f est injective ; (3) f est surjective.

& Attention.

Il faut bien préciser que dim(F) = dim(F) avant d’utiliser ce résultat. Sans cette condition, il est faux en
général (voir 'Exercice 7 du TD 12 pour un contre-exemple).

Preuve.

) Méthode.
% Si f : E — F est une application linéaire et dim(E) = dim(F), alors il suffit de montrer que f est injective

ou que f est surjective pour prouwver que f est bijective.

. . 1 -1 M- (R
Exercice. Soit A = (2 1 > € Mr(R) et f: { 2(]\4)

Montrer que f est un automorphisme de .Z5(R).

12
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— Propriété 16 (Caractérisation des isomorphismes)

On suppose que E et F sont de méme dimension finie, et
entre :

(1) f est bijective ; (2) g€ L(FE), go f =1dg ;

De plus, on a alors f~! = g = h.

soit f € Z(E,F). Il y a équivalence

(3) 3h € L(F,E), foh=Idp.

& Attention.

général (voir ’Exercice 7 du TD 12 pour un contre-exemple).

Propriété 17 (Isomorphismes et dimension)

On suppose que E et F sont de dimension finie.
S’il existe un isomorphisme f : E — F, alors dim(F) = dim(

F).

Preuve.

3 Applications linéaires et matrices

Dans cette derniere partie, on suppose que E et F' sont des espaces

3.1 Matrice d’une application linéaire

Définition.

fle1) f(ej) f(ep)

1 1 1
fl _> al,l PP a’l,j PP al,p
_) a a . “ee Qa
Mgg,(g(f) — f2 2,1 2,7 2,p
fn — Gn,1 e an,j e Qn,p

vectoriels de dimension finie.

Soient # = (eq,...,ep,) une base de E et € = (f1,..., fn) une base de F.
On appelle matrice de f € Z(E, F) dans les bases % et €, notée Mg «(f), la matrice (a; ;) € #p p(R)
olt pour tout j € [1,n], la j-itme colonne contient les coordonnées de f(e;) dans la base % :

ou Vj € Hlap]]a f(ej> = Zai,j : fi'
i=1

Ici aussi, il faut bien préciser que dim(F) = dim(F') avant d’utiliser ce résultat. C’est 1a encore faux en

13
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Remarque. dim(E) = nombre de colonne de la matrice, dim(F") = nombre de lignes de la matrice.

R} — R2

(z,y,2) = (z+2y+z0—2) une application linéaire. Déterminer Mg « (f) lorsque :

Exercice. Soit f : {

1. 2 est la base canonique de R? et € est la base canonique de R2.

2. #=((1,1,-1),(-1,1,1),(1,—1,1)) est une base de R? et ¢ = ((1,1),(—1,1)) est une base de R2.

Cas d’un endomorphisme. Lorsque F = F', on prend la méme base au départ et a I'arrivée Z = € et pour
tout f € Z(FE), on note plus simplement Mg(f) = Mg 2(f) la matrice de f dans la base 2.

Exemple. Pour toute base Z = (e1,...,e,) de E, on a: Mg(Idg) = I,.

R} — R3

(@,9,2) = (32 +y—22y+222) un endomorphisme. Déterminer Mg(f) lorsque :

Exercice. Soit f : {

1. 2 est la base canonique de R3.

2. % =((1,0,0),(1,-2,0),(1,1,1)) est une base de R3.

14
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Propriété 18 (Rang d’une application linéaire et de sa matrice)

Soit f € Z(E,F), # une base de E et € une base de F.
Le rang de 'application linéaire f est égal au rang de sa matrice Mg «(f).

Preuve.

3.2 Opérations

— Propriété 19 (Combinaisons linéaires et composées)

Soient E, F' et GG trois espaces vectoriels de dimension finie, de bases respectives B, Br et Bq.

(1) Si f,ge ZL(E,F)etsi \,u€R, alors on a :
M@E7<@F(/\'f+ﬂ'g) = )‘MSBE,@F(JC) +U'M%E,98F(g)-
(2) Si fe Z(E,F)etge Z(F,G), alors on a :

Mz, 2590 f) =Mz, 25(9) X Mz, 2, (f)

& Attention.

En général go f # foget Ax B # B x A. 1l faut donc faire attention a ne pas changer ’ordre quand
on passe des composées d’applications linéaires aux produits de matrices.

— Propriété 20 (Application réciproque)

Soient E et F' deux espaces vectoriels de méme dimension et de bases Z et € et f € L(E, F).

f est un isomorphisme < Mg «(f) est inversible.

Et dans ce cas, on a : (Mge(f) " = Mg a(f™1).

15



ECG2 - Mathématiques appliquées Lycée Clemenceau, Reims

Preuve.

3.3 Isomorphismes de représentation

— Propriété 21 (Isomorphisme de représentation des vecteurs)

On suppose que E est de dimension finie p et soit # = (ey, ..., ep) une base de E. Alors 'application

By E — %pJ(R)
20 u o~ Mg(u)

est un isomorphisme.

Remarque. Ainsi, une fois la base £ de F fixée, on en déduit que :
e tout vecteur u possede une unique représentation matricielle dans la base 4 ;

e toute matrice colonne de .#), 1(R) est la représentation matricielle d’un unique vecteur de E.

— Propriété 22 (Isomorphisme de représentation des applications linéaires)

Soient & = (eq,...,ep,) une base de E et € = (f1,..., fn) une base de F.

(1) L’application
Z(E,F) — Mny(R)
o} : P
#e { f = Mg (f)

est un isomorphisme.
(2) En particulier, si E et F' sont de dimension finie, alors Z(FE, F') est aussi de dimension finie et :

dim(Z(E, F)) = dim(F) x dim(F).

Remarque. Ainsi, une fois les bases & de F et € de F fixées, on en déduit que :
e toute application linéaire f posseéde une unique représentation matricielle dans les bases % et € ;

e toute matrice de .4, ,(R) est la représentation matricielle dans les bases # et ¢ d’une unique application
linéaire.

16
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Le théoréme suivant permet de ramener tout probleme linéaire sur f € Z(E,F) & un probleme de calcul
matriciel sur Mg < (f), une fois les bases & de E et € de F fixées :

— Théoréme 23 (Recherche matricielle du noyau et de I'image d’une application linéaire)

Soient # une base de E, € une base de F et f € Z(E, F).

(1) Pour tous u € E et v € F,
v=f(u) & Mg)=Mze(f) Ma(u).

(2) En particulier :

e uecKer(f) & Mgp(u)cKer(Mgpe(f)).
evelm(f) & Mg(v)cIm(Mge(f)).

% Méthode.

Si on connait la matrice Mg «(f) de f € L(E,F) dans des bases B de E et € de F fizées, alors pour
faire un calcul sur f on pourra :

1. faire le calcul matriciel associé ;

2. en déduire les vecteurs qui correspondent aux matrices obtenues dans les bases B et €.

Exercice. Soit f ’endomorphisme de Ry[X] dont la matrice dans la base canonique est

1. Calculer f(X? — X +2) et f(2X2% —3).

17
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2. Déterminer Ker(f) et Im(f).

3.4 Changement de bases

— Théoréme 24 (Formule de changement de bases)
Soit E un espace vectoriel et B et ' des bases de E. On a pour tout f € Z(F) :

Mg/ (f) = Pa aMa(f)Ps.a = (Pa.a)” " Ma(f)Pas.gm .

Remarque. Cette formule ne sert pas a calculer Mg (f) (on revient & la définition de cette matrice pour
la calculer). En revanche, elle sert & écrire une relation entre deux matrices d’'une méme application linéaire
précédemment calculées. Cela sera en particulier utile pour trigonaliser une matrice qui n’est pas diagonalisable.
Exercice. Soit f I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique % de R? est :
-1 —4
()

1. Déterminer les valeurs propres de la matrice A. Est-elle diagonalisable 7

18
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2. On pose u = (2,—1) et v = (—1,0). Justifier que %’ = (u,v) est une base de RZ.

3. Donner la matrice T de f dans la base %’ puis la matrice P inversible telle que A = PTP~!.

3.5 Matrices semblables
Définition.
On dit que A € #,(R) est semblable & B € .#,(R) s’il existe une matrice inversible P € .#,,(R) telle

que :
A=PBP L

Remarques. Soient A, B et C trois matrices de .4, (R).

1. Si A est semblable a B, alors B est semblable a A. En effet :

On pourra donc dire plus simplement que A et B sont semblables.

2. Si A est semblable a B et B est semblable a C, alors A est semblable a C. En effet :

19
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D’aprés le Théoréme 24, deux matrices représentant un méme endomorphisme dans deux bases différentes
sont semblables. On peut montrer que la réciproque est également valable. Plus précisément :

— Théoréme 25 (Matrices semblables)

(1) Deux matrices sont semblables si et seulement si elles représentent le méme endomorphisme dans
des bases différentes.

(2) En particulier, deux matrices semblables ont méme rang.

— Propriété 26 (des matrices semblables)

Soient A et B deux matrices semblables.
(1) A est inversible si et seulement si B est inversible.
(2) A est diagonalisable si et seulement si B est diagonalisable.

(3) A et B ont les mémes valeurs propres. Autrement dit :

(4) Pour toute valeur propre A de A et B, les sous-espaces propres E)(A) et Ex(B) ont méme
dimension :

dim(E» (A)) = dim(Ex(B)).

En revanche, un vecteur propre de A n’est a priori pas un vecteur propre de B.

Preuve.

20
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