——Chapitre 13

Variables aléatoires finies
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Compétences attendues.
v/ Déterminer la fonction de répartition d’une variable aléatoire finie & partir de sa loi et réciproquement.
v/ Déterminer la loi de la transformée d’une variable aléatoire finie.

v Calculer 'espérance et la variance d’une variable aléatoire finie.
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1 Variables aléatoires finies

1.1 Définition
Exemple. Considérons une urne contenant 3 boules blanches et 7 boules noires.

e On réalise 5 tirages successifs sans remise. On appelle X le nombre de boules blanches obtenues. On dit
que X est une variable aléatoire.

X peut prendre les valeurs 0, 1, 2 ou 3. On dit que [0, 3] est le support de la variable aléatoire X.

e On réalise une infinité de tirages avec remise. On appelle Y le rang d’apparition de la premiere boule
blanche. Y est une variable aléatoire.

Y peut prendre les valeurs 1,2,3,... Le support de Y est donc [[1, +oo[.

X est une variable aléatoire finie et Y est une variable aléatoire discréte infinie.

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons uniquement aux variables aléatoires finies. Nous étudierons les
variables aléatoires discrétes infinies dans un prochain chapitre.

Dans tout ce qui suit, (22, P(Q2), P) désignera un espace probabilisé fini.

Définition.
e Une variable aléatoire finie sur (Q, P(2), P) est une application :

A e

e Le support d’une variable aléatoire finie X est ’ensemble, noté X (Q), des valeurs prises par X. En
particulier, X(Q) = {x1,x2,...,2,} est un ensemble fini.

Notations. Soit X une variable aléatoire finie sur (Q2, P(Q2), P).

Les événements {w € Q| X(w) <z}, {we Q| X (w) <z}, {we Q| X(w) >z}, {we Q| X(w) >z},
{fweQlz<Xw) <yh{welz<Xw) <yh{we|z<X(w) <yl {weQ|z<X(w) <y},
{weQ| X(w)=2}, {we Q| X(w) eI} (ou est un intervalle de R) seront notés respectivement (X < x),
(X<z), (X>2z),(X>2), 0<X<y),@<X<y),z<X<y),z<X<y), (X =x), (X el).

Exemple. On lance deux dés équilibrés et on note Z la variable aléatoire égale a la somme des numéros obtenus.

1. Déterminer le support de Z.

2. Décrire les événements suivants :

e (Z=1)
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1.2 Loi d’une variable aléatoire finie

Définition.

Soit X une variable aléatoire finie sur (2, P(£2), P) telle que X () = {z1,22,...,Tn}.
On appelle loi de probabilité de X I’ensemble

{(zk, i) [ k € [1,n]}

ou py = P(X = zy).

) Méthode.
Déterminer la loi d’une variable aléatoire finie X, c’est trouver X () = {1, z2, ..., z,}, puis donner pour
tout k € [1,n] la valeur de P(X = xy,).

Exemple. On lance deux dés équilibrés et on note Z la variable aléatoire égale a la somme des numéros obtenus.
Déterminer la loi de Z.

— Propriété 1 (Loi de probabilité)

Un ensemble {(zk,pr) | & € [1,n]} est une loi de probabilité si et seulement si

(1) pour tout k € [1,n], px >0,

(2) > pr=1.
k=1
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Exemple.

1. Soit X une variable aléatoire finie telle que
1
X(Q)=1{-3,2,4}, P(X=2)=P(X =-3)+ P(X =4) et P(X=4)= §P(X = -3).

Déterminer entiérement la loi de X.

2. Une urne contient n boules blanches et n boules noires (n € N*). On tire simultanément n boules et on
note Y la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches obtenues.

(a) Déterminer la loi de Y.

n 2
(b) En déduire que : Z (Z) = (2n>
n

k=0
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1.3 Fonction de répartition d’une variable aléatoire finie

Définition.

Exemple. Reprenons 'exemple ot on lance deux dés équilibrés et
somme des numéros obtenus. Compléter le tableau suivant :

Soit X une variable aléatoire finie sur (2, P(§2), P) de loi {(xx,px) | k € [1,n]}.
On appelle fonction de répartition de X la fonction Fx définie par :

Vo €R, Fx(z)=P(X <z)= > p.

T <x

ou Z est la variable aléatoire égale a la

Vee | ]—oo2[ | 12,30 | 3.4] | [4.5] | [5,6] | [6,7] | [7.8] | [8,9[ | [9,10] | [10,11] | [11,12[ | [12,+o0]

Fz(x)

On peut alors tracer la courbe représentative de Fy :

124

08+
0.6+ JR—
044

0zq

0.2

— Théoréme 2 (Propriétés de la fonction de répartition)

et F'x sa fonction de répartition. Alors :
(1) Pour tout réel x, Fx(x) € [0,1].
(2) Fx est croissante sur R.

(3) lim Fx(x)=0et lim Fx(z)=1.

T——0Q r——+0o0

(4) Fx détermine entierement la loi de X :

p1 = P(X =x1) = Fx(z1) et Vk € [2,n], pr = P(X

Soit X une variable aléatoire finie sur (2, P(Q2), P) de loi {(zg,px) | k € [1,n]} avec z1 < ... <

=xy) = Fx(z) — Fx(Tg=1)-

Exemple. On lance deux dés équilibrés et on note X la variable aléatoire égale au plus grand des numéros

obtenus.

1. Déterminer la fonction de répartition de X.
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2. En déduire la loi de la variable X.

1.4 Transformée d’une variable aléatoire finie
Définition.
Soit X une variable aléatoire finie sur (Q,P(Q2), P) et f une fonction. On note f(X) 'application définie
par :

Q — R
X):
100:4 5 2 Jore

Alors f(X) est une variable aléatoire finie sur (€2, P(€2), P) et on dit que c’est la transformée de la variable
aléatoire X par f.

Exemple. Un joueur lance successivement deux fois un dé équilibré. Soit X la variable aléatoire finie égale a
la différence des numéros obtenus entre le premier et le second lancer.

1. Déterminer la loi de X.

2. En déduire les lois de Y = X +5, Z = | X| et T = X2
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2 Moments d’une variable aléatoire finie
2.1 Espérance d’une variable aléatoire finie
Définition.

Soit X une variable aléatoire finie sur (2, P(Q2), P) de loi {(xk,px) | k£ € [1,n]}. On appelle espérance de
X et on note E(X) le nombre réel défini par :

E(X) = Zxkpk-
k=1

Interprétation de l’espérance. L’espérance E(X) est la moyenne des valeurs xj prises par la variable
aléatoire finie X pondérées par les probabilités py = P(X = zy) avec lesquelles X prend ses valeurs. C’est une
généralisation de la notion de moyenne.

— Propriété 3 (de l'espérance)

Soient X et Y deux variables aléatoires finies sur (£2,P(£2), P) et A un réel.

(1) Linéarité de ’espérance : X +Y et AX sont des variables aléatoires finies et on a :
EX+Y)=EX)+EY) e EMX)=MEX).
(2) Positivité de I’espérance : Si X est positive (c’est-a-dire si X (w) > 0 pour tout w € ), alors
E(X) est positive.

(3) Croissance de ’espérance : Si X <Y (c’est-a-dire si X(w) < Y(w) pour tout w € Q), alors
E(X) < E(Y).

Exemples.

1. Soit X une variable aléatoire finie dont la loi est donnée par :

X(Q) ={-3,2,4} et P(X =-3)

Calculer 'espérance de X.

2. Soit Y une variable aléatoire finie dont la loi est donnée par :

Y(Q) = [1,n] et Vk e [1,n], P(Y = k) = %

Déterminer I'espérance de Y.
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2.2 Le théoréme de transfert

— Théoréme 4 (de transfert)

Soit X une variable aléatoire finie sur (Q,P(Q2), P) de loi {(zk,pr) | k € [1,n]} et g une fonction.
Alors : .
E(9(X)) = g(xx)ps-
k=1
) Méthode.

% Le théoréme de transfert permet de calculer 'espérance de g(X) sans connaitre la loi de ¢g(X), mais

seulement celle de X.

Exemples.
1. Soit X une variable aléatoire finie dont la loi est donnée par :
1 1 1
X(Q)={-3,2,4} et P(X =-3)= 3 P(X=2)= 3 P(X =4)= 6

Calculer I'espérance de E(X?).

2. Soit Y une variable aléatoire finie dont la loi est donnée par :
1
Y(Q)=[1,n] et Yk e [1,n], P(Y =k) = —.
n

Déterminer P'espérance de E(Y?).

— Propriété 5 (de l'espérance)
Si X est une variable aléatoire finie sur (Q, P(Q2), P), alors pour tous réels a et b,

E(aX +b) =aE(X)+0.

Preuve.
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2.3 Variance d’une variable aléatoire finie
Définition.
Soit X une variable aléatoire finie sur (2, P(§2), P) de loi {(xx,px) | k € [1,n]}.

e Pour tout 7 € N, on appelle moment d’ordre r de X le nombre réel
n
E(X") =Y ajp.
k=1

e On appelle variance de X et on note V(X) le moment d’ordre 2 de la variable aléatoire finie X — F/(X),

c’est-a-dire :
n

V(X) = B((X — B(X))?) = 3 (ax — B(X))p.
k=1

e La racine carrée de la variance y/V (X) est appelée ’écart type de X et est notée o(X).

Interprétation de la variance. La variance d’une variable aléatoire finie X mesure la dispersion des valeurs
prises par X par rapport & E(X). En particulier, ¢’est un réel positif ou nul.

— Théoréme 6 (Formule de Koenig-Huygens)

Soit X une variable aléatoire finie sur (Q, P(2), P). Alors :

V(X) = BE(X?) - (B(X))*.

Preuve.

O
% Méthode.

Dans la quasi-totalité des cas, on utilise la formule de Koenig-Huygens pour calculer une variance et non
la définition de base qui entraine des calculs compliqués.

Exemple.

1. Soit X une variable aléatoire finie dont la loi est donnée par :

X(Q) = {-3,2,4} et P(X = —3)

I
|
=
<
I
)
I
|
o)
®
I
N
I
|

Calculer la variance de X.
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2. Soit Y une variable aléatoire finie dont la loi est donnée par :
1
Y () =[1,n] et Vk€[1,n], P(Y =k)=—.
n

Déterminer la variance de Y.

— Propriété 7 (de la variance)

Si X est une variable aléatoire finie sur (2, P(Q2), P), alors pour tous réels a et b,

V(aX +b) = a*V(X).

Preuve.

2.4 Variables aléatoires finies centrées réduites
Définition.
[ Soit X une variable aléatoire finie sur (Q,P(Q), P).

e Si E(X) =0, alors X est dite centrée.

e Si V(X) =1, alors X est dite réduite.

e Si E(X)=0et V(X) =1, alors X est dite centrée réduite.

— Propriété 8 (Variables aléatoires finies centrées réduites)

Soit X une variable aléatoire finie sur (Q, P(£2), P).
(1) X — E(X) est centrée.
On dit que c’est la variable aléatoire finie centrée associée a X.

(2) SiV(X) #0, alors

est une variable aléatoire finie centrée réduite.

On dit que X* est la variable aléatoire finie centrée réduite associée a X.

10
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Preuve.

|
Exemple. On lance deux pieces équilibrées et on considere la variable aléatoire finie X égale a 1 si on a obtenu
2 piles, —1 si on a obtenu 2 faces et 0 sinon.
X est-elle centrée réduite ? Sinon, donner la variable aléatoire finie centrée réduite X* associée a X.

3 Variables aléatoires finies indépendantes

3.1 Casn=2

Définition.

Soient X et Y deux variables aléatoires finies sur (Q,P(Q), P).

On dit que X et Y sont indépendantes si pour tout (z,y;) € X(Q) x Y(2), on a :

P(X =z)N(Y =y)) = P(X =zx)P(Y = y1),

c’est-a-dire que les événements (X = z;) et (Y = y;) sont indépendants.

— Propriété 9 (Variables aléatoires finies indépendantes)

Soient X et Y deux variables aléatoires fines indépendantes sur (Q2, P(Q2), P).

(1) Pour tous intervalles I, J C R, les événements (X € I) et (Y € J) sont indépendants :

P(Xel)n(Y elJ)=PX el)PY €J).

(2) Si f et g sont deux fonctions, alors f(X) et g(Y) sont deux variables aléatoires finies
indépendantes.

11
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Exemple. Une urne contient 2 boules blanches et 8 boules noires. Un joueur tire successivement et sans remise
3 boules. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches obtenues et Y celle égale au nombre
de boules noires obtenues.

1. Déterminer les lois de X et de Y.

2. Les variables aléatoires finies X et Y sont-elles indépendantes 7

3.2 Cas général

Définition.

Soient n variables aléatoires finies X7, ..., X, sur (2, P(Q), P).

On dit que X7, ..., X, sont mutuellement indépendantes si pour tout (z1,...,z,) € X1(Q)x...xX,(Q),

ona:
P (m(Xk = xk)> = H P(Xk = xk>7
k=1 k=1
c’est-a-dire que les événements (X7 = x1), (X2 = 2),..., (X, = z,) sont mutuellement indépendantes.

— Propriété 10 (Variables aléatoires finies mutuellement indépendantes)

Soient m variables aléatoires finies Xi,...,X, sur (2,P(Q),P) qui sont mutuellement
indépendantes.
(1) Pour tous intervalles I,...,I, C R, les événements (X; € I),...,(X, € I,) sont mutuelle-

ment indépendants :

P((Xléfl)ﬂﬁ(XnGIn)):P(Xlefl)xxP(XnGIn)

(2) Si f1,...,fn sont n fonctions, alors f1(X1),...,fn(X,) sont n variables aléatoires finies
mutuellement indépendantes.

(3) SiY est une variable aléatoire finie ne dépendant que de Xi,...,X, et si Z est une variable
aléatoire finie ne dépendant que de X, 11,...,X,, alors Y et Z sont indépendantes.

12
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