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Chapitre 11

Ensembles

Vocabulaire et notations préliminaires :

>

>

Un ensemble est une collection d’objets, appelés éléments, considérés sans ordre, ni répétition.

“r est élément de I’ensemble E* se dit aussi “x appartient a E*, ou bien encore “E contient x“, et
se note “z € E“ ou “E 3 x“ . (Le symbole “€“ vient de la lettre ‘“‘epsilon“, premiére lettre du verbe

étre en grec). La négation de “z appartient a E“ se note © ¢ E, ou bien E # x.
L’ensemble sans élément est dit ensemble vide ; on le note : () ou {}.

Un ensemble contenant un seul élément est appelé un singleton, un ensemble ayant deux éléments

est appelé une paire.
Un ensemble peut étre décrit :

e En extension.
On écrit les éléments de I'ensemble entre des accolades : E = {...}.
EXEMPLES 1
1/ E={21,8,—55}

2 2
2/ E = {“3 est pair*,“Reims est en France,“Vn € N, Y"}_ k? = %“, 0}

e En compréhension.
On décrit I’ensemble E par 'intermédiaire de la ou des propriétés vérifiées par les éléments de F ;
cela s’écrit sous la forme : E = {x € F'| P(x)} ou F est un ensemble et P(z) une assertion.
Cela se traduit par : E est I’ensemble des éléments x de F' pour lesquels P(x) est vraie. Autrement
dit :
Va, [a: €EE<= (zeFet P(az))]

EXEMPLES 2 :
1/ E={neN, n<40 et n premier}
2/ N={ze€Z|z >0}
3/ R={z € C|im(z) = 0}
4/X:{xeRHx>m (xe@aﬁ
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I - Egalité et inclusion

( Définition 1 :
Soient F et F' deux ensembles.

> On dit que E est F' sont égaux et on écrit £ = F, s’ils ont exactement les mémes éléments.

Autrement dit £ = F si :
Vz, [t € E <=z € F|

Deux ensembles F et F' qui ne sont pas égaux sont dits distincts et on écrit E # F.

> On dit que E est une partie de F' (ou E est un sous-ensemble de F'), et on écrit E C F (ou
bien F' D E), si tout élément de E est élément de F'; on dit également : “FE est inclus dans F*.

Autrement dit £ C F si :
Vo, [z € E =z € F]

La négation de £ C F se note £ ¢ F.

NOTATION : Lorsque E C F et £ # F, on écrit : E ¢ F.

Diagrammes de Venn : Ce sont des représentations schématiques d’ensembles. Par exemple, on peut sché-

matiser 'inclusion £ C F de la fagon suivante :

Schéma de £ C F

REMARQUES :

> FE¢F <~ (EIxEE,xQF)
> E=F<+= (ECFetFCE)

> E£F+«= (E¢ FouF ¢ E) [(aer,xng)ou(axeF,xng)]

NOTATION : L’ensemble de toutes les parties de E est ’ensemble noté Z(FE). Autrement dit, on a :

VX, [X CE+=sXe @(E)}
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EXEMPLES 3
1/ Si E ={a,b,c} alors : Z(E) = {@, {a},{b},{c}.{a,b},{a,c}, {b, c},E}
2/ 2(0) = {0}

Proposition 1 :

Soit F un ensemble. Alors :

) cEetECE

2) ECl<=E=0

| J

( 3\
Proposition 2 : (Transitivité de I’égalité et de I’inclusion)

Soient F, F' et G des ensembles. Alors :

1) (ECFetFCG)=— ECG

2) (E=FetF=G)— E=G

IT - Union, Intersection, Différence et Complémentaire

Dans ce paragraphe, E désigne un ensemble.

( Définition 2 :
Soient A et B deux parties de E. On appelle :

>> Intersection de A et B, 'ensemble noté AN B (lu :“intersection de A et B*) et défini par :
AﬂB:{xEE‘xeAethB}
Si AN B = (), on dit que A et B sont disjoints.
> Réunion de A et de B, I'ensemble noté¢ AU B (lu : “réunion de A et B¥) et défini par :

AUB:{xGE‘xeruweB}
>> Différence de A avec B, 'ensemble noté A\ B (lu : “A moins B*) et défini par :
A\B:{xEE{xeAetng}

> Complémentaire de A dans E, 'ensemble noté CpA et défini par :
Cod={ccE|z¢g A}

Sl n’y a pas d’ambiguité sur 'ensemble de référence, 0z A se note aussi A ou bien encore A°.
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Diagrammes de Venn :

A B
| CA Q
Schéma de AN B Schéma de AN B
(Cas ou A et B ne sont pas disjoints) (Cas ou A et B sont disjoints)
A
B
A B M %

= Schéma de AU B Schéma de AU B
S (Cas ou AN B #0) (Casou AN B =10)
:
| A
= 4 B g
o
<
S
>
S
g
<% Schéma de A\ B Schéma de A\ B
o (Cas ot AN B #0) (Cas ot AN B =10)
=
S
S
<
=
5
9]
@)

Schéma de CpA

REMARQUE : Ne pas confondre “A et B sont disjoints* et “A et B sont distincts®.



Théoréme 1 : (Propriétés fondamentales de I'intersection)
1) VAe #(E), on a:

a) AND=0etdNA=0
b) ANE=Aet ENA=A
c) ANA=A
2) VA,Be #(E),on a:
a) ANB=BNA (Commutativité de I'intersection)
b) (ANB)CAet (ANB)CB
c) ACB<—= ANnB=A
3) VA,B,C € #(E), on a:

a) (ANB)NC =AN(BNC) (Associativité de I'intersection)

Cet ensemble sera noté plus simplement : AN BN C

b) (ACBet ACC) <= AC (BNO)

Théoréme 2 : (Propriétés fondamentales de la réunion)
1) VAe #(E), on a:

a) AUl=AetPUA=A
b) AUE=Eet EUA=E
c) AUA=A
2) VA,Bec #(E),ona:
a) AUB=BUA (Commutativité de la réunion)
b) AC (AUB)et BC (AUB)
c) ACB<= AUB=8B
3) VA,B,C € #(E),on a:

a) (AUB)UC =AU (BUC) (Associativité de la réunion)

Cet ensemble sera noté plus simplement : AU B U C

b) (AcCet BCC) <= (AUB)CC
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REMARQUE : L’associativité de la réunion et de l'intersection permettent d’omettre les parenthéses
respectivement dans une réunion d’ensembles et une intersection d’ensembles. Par contre, il faudra
impérativement mettre des parenthéses lorsque des réunions et intersections se trouvent dans la méme

expression.

-
Théoréme 3 : (Distributivité)
VA,B,C € #(E), on a :

1) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
(Distributivité de I'intersection par rapport a la réunion)
2) AUBNC)=(AUB)N(AUCQC)

(Distributivité de la réunion par rapport a l'intersection)

| J
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Proposition 3 : (Relations entre différence et complémentaire)

VA,B € #(FE), on a:
1) CkA=FE\A

2) A\B:ADCEB

3) (A\B)C Aet (A\ B) c CxB

Théoréme 4 : (Propriétés fondamentales du complémentaire)
1) CkE=0etCgd=F

2) VA€ P(E), on a :
a) AU(CgA)=FEet AN (CgA) =0
b) Cs (Crd) = A
3) VA,B € #(E), on a :
a) AC B<+<=(CgBclgA
Ce(AnB) = (CgA) U (CeB)

b) et (Lois de DE MORGAN)
CE(A U B) = (BEA) N (EEB)




ITIT - Produit cartésien

Définition 3 :
Soit un entier n > 1.

1) On appelle n-uplet (ou encore n-liste) la donnée dans cet ordre, d’objets x1, x2, ..., T, (pas

forcément distincts) ; un tel n-uplet se note : (x1,xa,...... , )

2) Pour tout entier ¢ compris entre 1 et n, z; s’appelle la ™ composante du n-uplet (z1,zs, ...

cey X))

3) L’entier n s’appelle la longueur ou encore la taille du n-uplet (x1,x9,...... y Tn).

TERMINOLOGIE CLASSIQUE :

Un 2-uplet s’appelle un couple, un 3-uplet s’appelle un triplet, un 4-uplet s’appelle un quadruplet, un

5-uplet s’appelle un quintuplet, etc...

EXEMPLES 4 :
En géométrie analytique plane (resp : dans ’espace), on utilise implicitement des couples (resp : des
triplets) de nombres réels pour situer des points du plan (resp : de l'espace) : ce sont les coordonnées

des points.

REMARQUES : Ne pas confondre un n-uplet et un ensemble fini & n éléments. En effet :

a) Pour un n-uplet (x1,z9,...... , X)), Pordre d’écriture des x; est fondamental. Par contre, pour un
ensemble fini a n éléments {z1,z2,...... , T}, Pordre d’écriture des z; n’a aucune importance.
b) Pour un n-uplet (x1,z9,...... , ), les z; ne sont pas forcément distincts. Par contre, dans Iécriture
de 'ensemble {x1,x9,...... ,Tn}, les z; sont deux & deux distincts.
( .. N\
Proposition 4 :
Soit deux entiers n,m > 1, (z1,22,...... ,Zn) un n-uplet et (y1,y2,...... ,Ym) un m-uplet. Alors :
m=nmn
(1,22, ... ) = (Y1, Y2y e e e yUm) <= < et
Vie{l,2...... ST T = T
( . . A
Définition 4 :
Soient n > 1 un entier et Ei, Fo,...... , E, des ensembles. On appelle produit cartésien des
ensembles F1, Es,...... , B, (pris dans cet ordre), ’ensemble noté Ej x Ey X ...... x B, et défini
de la maniére suivante :

-7 - T.S.V.P.

Cours MA0102 M.I. - Année 2016/2017 - PERCY M.



Cas particulier : Le produit cartésien F'x E x ...... x E est noté plus simplement E".

'
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