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1 Introduction par 'exemple

1.1 En itératif
Cas d’une boucle répétitive indexée (boucle for)

Exemple 1. Considérons l'algorithme itératif suivant calculant n! :

let factoriellel n =
let p=ref 1 in
for k =1 to n do
p :=!px*xk
done;
'p
Preuve de correction :
Nous pouvons commencer par vérifier la correction de notre algorithme pour n = 5 par exemple :
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Nous n’allons pas nous contenter de cette illustration, nous allons mettre en place une preuve de correction :

e Sin =0, alors factoriellel 0 nous conduit a la séquence p <= 1 et nous renvoie la valeur de p c’est-a-
dire 1 =0l

e Sin € N*, alors nous allons décrire la situation a la fin de chaque itération (la ”situation” étant souvent
létat des différentes variables). Nous voulons démontrer, pour tout i € [1;n], que

(H;) : 7ala fin de la i-iéme itération, k contient ¢ et p contient 7!”.

Cette description est appelée invariant de boucle. Montrer la correction de notre algorithme dans ce
cas revient a montrer la correction de 'invariant de boucle par récurrence.

Ini. p est initialisé & 1 (p <- 1). Ensuite, k prend la valeur 1 (kx <- 1) et p prend la valeur Ipxk (p <-
1 x 1). Et donc & la fin de la premiére itération k contient 1 et p contient 1! donc (H) est vraie.

Héré. Soit ¢ € [2;n]. Supposons (H;_1) donc avant de commencer la i-iéme itération, k contient ¢ — 1 et p
contient (¢ — 1)!.
Nous passons a l'itération suivante. La valeur de k est incrémentée de 1 (d’apres la sémantique de
"pour”) donc k <= i. Et p regoit Ipx k donc p <= (i-1)!x i = i!. Donc (H;) est vraie.

Ccl. Par le principe de récurrence, pour tout i appartenant a [1;n], (H;) est vraie.
A la fin de cette répétitive, soit apres n itérations, k contient n et p contient n!.

Dans les deux cas, apres la répétitive, p contient n!. Nous renvoyons alors le contenu de p, & savoir n!, le résultat
attendu, donc notre algorithme est correct.

Preuve de terminaison :
Seule une instruction répétitive attirera notre attention. Nous sommes en présence d’une répétitive indexée
donc notre algorithme se termine.

Complexité :
Nous cherchons & évaluer la complexité temporelle de notre algorithme en dénombrant le nombre T'(n)
d’opérations effectuées. Nous devons choisir :

e Une taille de données, c’est-a-dire une ou plusieurs données représentatives du temps d’exécution de
Palgorithme. Ici nous choisissons n (la seule donnée).

e Nos opérations fondamentales, c’est-a-dire des opérations représentatives du travail réalisé par I’algorithme.
Nous choisissons ici la multiplication (tout ceci est trés subjectif...).

L’instruction let p = ref 1 in n’amene aucune multiplication. Il y a ensuite deux cas :
e Sin =0, alors la répétitive ne s’exécute pas donc aucune multiplication.

e Sin € N* étudions alors la répétitive. Pour tout k € [1;n], 'instructionp := !p*k ameéne 1 multiplication

n
et donc la répétitive amene ) 1 = n multiplications.
k=1
Dans tous les cas, nous avons effectué n multiplications et 'instruction !p n’amene aucune multiplication.
Ainsi, T(n) = n = O(n). On dit que la complexité est linéaire.

Exemple 2. Considérons 'algorithme itératif suivant de recherche de I'emplacement du maximum parmi les
valeurs d’un ensemble ordonné contenues dans un tableau :

let maximum t =
let n = Array.length t and p = ref 0 in
for k = 1 to (n-1) do
if t.(k) > t.(!p) then
p :=k
done;
'p
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Prouver sa correction, sa terminaison et étudier sa complexité.
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Cas d’une répétitive conditionnelle (boucle while)

Exemple 3. Considérons 'algorithme itératif suivant permettant de chercher un élément = dans un tableau ¢ :

let recherche t x =
let n = Array.length t and i = ref 0 in
while (!i < n) && (t.(!'i) <> x) do
i = 1i+1
done;
(i < n)
Preuve de correction :
Proposons, pour tout k € [1;n], I'invariant de boucle :

(Hi) : 7ala fin de la k-iéme itération, ¢ contient k et x n’appartient pas aux valeurs {¢.(0),...,t.(k — 1)}”.
Montrons la correction de 'invariant de boucle par récurrence :

Ini. Si on fait une premiere itération, c’est que la condition ¢.(0) # z est vraie donc x n’appartient pas &

{t.(0)}. ¢ est initialisé & O avant la boucle et avec I'instruction i := !'i + 1, 4 regoit la valeur 1. Donc
(H1) est vraie.

Héré. Soit k € [2;n]. Supposons (Hj—1), ¢’est-d-dire au début de la k-iéme itération, i contient k — 1 et x
n’appartient pas & {¢.(0),...,t.(k — 2)}.
Alors, en supposant les tests vérifiés 1i < n et t.(14) # x, t.(k — 1) est donc différent de z. Et comme x
n’appartient pas a {t.(0), ..., t.(k — 2)}, alors x n’appartient pas & {¢.(0), ..., t.(k—1)}, et i regoit i+ 1 donc
1 contient k.

Ainsi, a la fin de la k-iéme itération, ¢ contient k et x n’appartient pas a {t.(0),...,t.(k — 1)} donc (Hy)
est vraie.

Ccl. Par le principe de récurrence, pour tout k appartenant a [1;n], (Hg) est vraie et la condition
while (!i<n) && (t.('i) <> x) n’est plus vérifiée a partir d’'un nombre fini d’itérations.

Finalement, deux cas se présentent :
e soit (i <n) et t.(li) = x : x apparait alors dans ¢ et le booléen (i < n) est évalué & true.

e soit (14 > n) et & la fin de la n-iéme itération, ¢ contient n et x n’appartient pas a {t¢.(0),...,t.(n — 1)},
donc z n’apparait pas dans le tableau et le booléen (17 < n) est évalué a false.

Donc notre algorithme est correct.

Preuve de terminaison :
La preuve est basée sur le fait qu’il n’existe pas de suite strictement décroissante d’entiers naturels, c¢’est-a-dire
que (N, <) est un ordre bien fondé.

Introduisons la suite des (n — i) :

e (n —1) est une suite d’entiers et la condition ('i < n) suivie de i := !i+1 majore les valeurs de i par n
doncn —¢ € N.

e (n — 1) est une suite strictement décroissante car
isuivant — Z‘précédcnt + 1 donc (TL - Z.)suivant - (n - Z‘)précédcnt - *isuivant + Z‘précédcnt = -1
La suite (n —7) est donc une suite strictement décroissante d’entiers naturels. Comme (N, <) est un ordre bien

fondé, I'algorithme se termine en un nombre fini d’étapes.

Complexité :
Choisissons comme taille de données n la taille du tableau et comme opérations fondamentales les com-
paraisons.

Nous ne connaissons pas le nombre d’itérations, nous pouvons alors par exemple nous placer dans le pire des cas
(complexité au pire). Dans le pire des cas, x n’appartient pas au tableau, nous effectuons alors n itérations

avec a chaque fois 2 comparaisons.

En notant T'(n) notre complexité, on obtient T'(n) = 2n = O(n), donc la complexité est linéaire.
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1.2 En récursif

Exemple 4. Considérons l'algorithme récursif suivant calculant n! :

let rec factorielle2 n = match n with
| 0 > 1
| _ -> n*(factorielle2 (n-1))
Preuve de correction :
Nous singeons la définition mathématique :

ol — 1 sin =0,
Tl nx(n—=1)! sin>1
Donc 'algorithme est forcément correct.
Preuve de terminaison :

Pour tout n € N*, factorielle2 n amene un appel récursif sur la donnée (n — 1) et n — 1 < n. Ainsi, (N, <)
étant bien fondé (autrement dit, il n’existe pas de suite strictement décroissante), notre algorithme se termine.

Complexité :
Choisissons n comme taille de données et la multiplication comme opération fondamentale. Notons T'(n)
la complexité de notre algorithme.

TO0)=0 et VneN", T(n)=T(n—-1)+1.
C’est une suite arithmétique de raison 1 et de premier terme 0 donc T'(n) = n = O(n) et la complexité est

linéaire.

2 Terminaison d’un algorithme

2.1 Ensemble ordonné

Définition.

Soit F un ensemble non vide.

On appelle relation binaire sur E, toute application R de E x E dans B = {0;1}.

Exemples
1. Soit E un ensemble non vide, la relation d’égalité sur E est une relation binaire sur F.
2. La relation de comparaison usuelle < est une relation binaire sur R, notée <.
3. La relation de divisibilité est une relation binaire sur N* notée |.
Remarque. De maniere générale, nous utiliserons la notation infixe pour une relation binaire.
Béﬁnition.
Soit E un ensemble non vide, R une relation binaire sur E.

e La relation R est dite réflexive sur E si :

Ve e FE, zRx.

e La relation R est dite anti-symétrique sur E si :
Y(z,y) € E?, (sRyet yRz) = (z =y).
e La relation R est dite transitive sur E si :

Y(z,y,2) € B3, (2Ry et yRz) = (zRz2).

Dans le cas o R vérifie ces trois points, on dit que R est une relation d’ordre sur F et que (E,R) est un
ensemble ordonné.
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Exemples.
1. R muni de la relation de comparaison usuelle < est un ensemble ordonné.

2. L’ensemble N* muni de la relation de divisibilité est un ensemble ordonné.

Mais c’est faux dans Z* !
3. Définissons sur N? une relation binaire par :
Y(a1,as) € N%, ¥(by,by) € N?,  (a1,az) < (by,by) < (ay < by) ou (a3 = by et ay < by).
Cette relation d’ordre est appelée 'ordre lexicographique sur N2, et se note <j.x. On peut remarquer
que Python applique cet ordre sur les couples.
Réﬁnition.

Soit (E, <) un ensemble ordonné.
Nous définissons sur £ un ordre strict noté < par :

V(I,y)EEQ, r<ye (z<yetz#y).

2.2 Ordre total, ordre partiel

Définition.

Soit (E, <) un ensemble ordonné.

On dit que deux éléments z et y de E sont comparables si z <y ouy < z.

Exemples.
1. Dans I’ensemble ordonné (N, <), deux entiers naturels sont toujours comparables.
2. Dans I’ensemble ordonné (N*,|), 4 et 7 ne sont pas comparables.

Définition.

Soit (F,<) un ensemble ordonné.

e On dit que (E,<) est un ensemble totalement ordonné si deux éléments de E sont toujours
comparables.

e On dit que (F, <) est un ensemble partiellement ordonné s’il n’est pas totalement ordonné.

Exemples.

1. (N, <) et (N2, <jox) sont totalement ordonnés.

L’ordre lexicographique est un ordre total : les mots (& deux lettres ici) sont totalement ordonnés dans le
dictionnaire.

2. (N*,|) est partiellement ordonné.

2.3 Plus petit élément, élément minimal
Définition.
Soit (E, <) un ensemble ordonné.

e On appelle plus petit élément de E tout élément m tel que :

meFE e VreFE m<ux.

e On appelle élément minimal de E tout élément m tel que :

meE et VxeE, (x<m=x=m)
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Remarque. S'il existe un plus petit élément alors il est unique (et c’est donc le plus petit élément). En effet :

En revanche, il peut y avoir plusieurs éléments minimaux.

Exemple.

e Déterminer les éléments minimaux de I’ensemble (N\ {0;1},]).

e Déterminer le plus petit élément de 'ensemble (N\ {0;1}, ).

— Propriété 1 (Elément minimal et plus petit élément)

Soit (F, <) un ensemble ordonné.
(1) Si E admet un plus petit élément m, alors m est un élément minimal de F.

(2) En supposant de plus (F, <) totalement ordonné, alors tout élément minimal de F est un
plus petit élément de F.
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Preuve.

2.4 Ensemble bien ordonné, ensemble bien fondé
Définition.
Soit (E, <) un ensemble ordonné.

1. On dit que (F, <) est bien ordonné si toute partie non vide de E admet un plus petit élément.

2. On dit que (E, <) est bien fondé si toute partie non vide de E admet un élément minimal.

Remarques. On déduit de la propriété 1 que :

1. Un ensemble bien ordonné est aussi bien fondé.

2. Un ensemble totalement ordonné est bien ordonné si et seulement si il est bien fondé.
Exemples.

1. (N, <) est bien ordonné et bien fondé.

2. (N2, <jex) est bien ordonné et bien fondé.

3. (N\ {0;1},]) est bien fondé.

— Théoréme 2 (Caractérisation d’un ensemble bien fondé)

Soit (E, <) un ensemble ordonné. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) (E, <) est bien fondé.

(2) Il n’existe pas de suite strictement décroissante d’éléments de FE.
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Preuve.

2.5 Preuves de terminaison

Nous est donné un algorithme qui, & partir des données, nous fournit des résultats. Nous espérons obtenir un
résultat en un temps fini. Un algorithme étant une suite d’instructions, nous avons a montrer que cette suite
est finie.

En itératif
Seules les instructions répétitives attireront notre attention.

Afin de montrer qu’une répétitive correspond & un nombre fini d’instructions, nous allons construire une suite
(up,) strictement décroissante d’éléments d’un ensemble (E, <) bien fondé telle que chaque itération de la
répétitive nous fasse passer au terme suivant de la suite (uy,).

L’ordre sur E étant bien fondé, une telle suite ne peut comporter qu’un nombre fini de termes : notre répétitive
amenera un nombre fini d’itérations.

Exemple. Nous avons fait ce type de raisonnement dans I’exemple 3 avec l'algorithme itératif recherche
permettant de chercher un élément x dans un tableau ¢.

Remarques.
1. Les répétitives indexées ne demandent pas de preuve de terminaison.

2. En cas de répétitives imbriquées, le travail commencera sur la répétitive intérieure.

10
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En récursif

L’idée est semblable en construisant une suite strictement décroissante d’un ensemble bien fondé (F, <) telle
que chaque appel récursif nous fasse passer au terme suivant.

Exemples.

1. Nous avons fait ce type de raisonnement dans ’exemple 4 avec ’algorithme itératif factorielle2 per-
mettant de calculer la factorielle d’un entier naturel.

2. Rappelons 'algorithme récursif du pged de deux entiers naturels vu au chapitre 2 :

let rec pgcd a b = match b with
| 0 > a
| _ -> if (a>=b) then pgcd (a-b) b
else pged b a

)

Exemple. 12A5=7TA5=2A0=0A2=3A2=1N2=2A1=1A1=0A1=1A0=1.

Prouver la terminaison de cet algorithme.

11
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3 Correction d’un algorithme

3.1 Le principe d’induction

Définition.

Un prédicat sur un ensemble F est une application P de F dans les booléens.

Remarque. Pour un prédicat P donné et un x € E qui le vérifie, on écrira de préférence ”P(z)” au lieu de
"P(z) est vrai” (qui est un pléonasme).

On peut alors énoncer le principe d’induction :

— Théoréme 3 (Induction simple)

Soit (E, <) un ensemble bien fondé.
Soit A une partie non vide de F et ¢ : E\ A — E telle que : Vo € E\ A, ¢(z) < x.
Si un prédicat P sur E vérifie :

e Initialisation : Vo € A, P(z) ;
e Hérédité : Vo € E\ A, P(p(x)) = P(z),

alors, pour tout = € E, P(x).

Remarque. En appliquant le principe d’induction simple & (N, <) avec A = {0} et ¢ : { Nn : S_ | ron

obtient le principe de récurrence simple :
Si un prédicat P sur N vérifie :
o Initialisation : P(0) ;

o Hérédité : vn € N*, P(n— 1) = P(n),

alors, pour tout n € N, P(n).

L’induction simple est donc une généralisation de la récurrence simple & n’importe quel ensemble (F, <) bien
fondé.

Preuve.

12
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— Théoréme 4 (Induction forte)

Soit (F, <) un ensemble bien fondé et M ’ensemble de ses éléments minimaux.
Si un prédicat P sur E vérifie :

e Initialisation : Vo € M, P(x) ;
o Hérédité : Ve € E\ M, (Vy < z, P(y)) = P(z),

alors, pour tout z € E, P(x).

Remarque. En appliquant le principe d’induction forte a (N, <), on obtient le principe de récurrence forte :
Si P un prédicat sur N vérifie :
e Initialisation : P(0) ;

o Hérédité : Vn € N*, (Vk € [0;n — 1], P(k)) = P(n),

alors, pour tout n € N, P(n).

L’induction forte est donc une généralisation de la récurrence forte a n’importe quel ensemble (E, <) bien fondé.

Preuve.

O

Exemple. Montrer que tout entier naturel n > 2 admet une décomposition en produit de facteurs premiers.

13
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3.2 Preuves de correction

Afin de valider notre algorithme, nous devons montrer qu’a partir des données fournies, nous obtenons les
résultats escomptés.

En itératif

Un algorithme itératif est une séquence finie d’instructions se succédant avec ou sans condition.

Les instructions simples et conditionnelles ne demandent pas réellement de preuve de correction, il nous suffit
de les réaliser avec discussion éventuelle.

Exemple. Voici un algorithme affichant le minimum de trois nombres :

let min3 a b ¢c =
let m = ref a in
if (b < 'm) then m := b;
if (¢ < 'm) then m := ¢
'm

Prouver la correction de cet algorithme.

14



MPSI - Option Informatique Lycée Clemenceau, Reims

Reste les instructions répétitives qui elles vont demander une attention particuliere. Une instruction répétitive
est une instruction qui se répete un nombre fini de fois et, afin de valider cette instruction répétitive, nous allons
valider chaque instruction qui se répete en décrivant, a chaque itération, I’état courant.

Nous adopterons le principe d’induction et la description de 1’état courant sera appelé un invariant de
boucle. Nous avons deux approches de la théorie des invariants de boucle :

1. Nous réfléchissons a un algorithme puis nous mettons en place un invariant de boucle afin de prouver
notre algorithme.

2. Nous réfléchissons a un invariant de boucle puis nous en déduisons ’algorithme.

Exemple.

1. Voici un algorithme calculant la puissance entiere d’un entier :

let puissance a n =
let p=ref 1 in
for k = 1 to n do
p :=!p*a
done;
'p

)

Prouver la correction de cet algorithme.

15
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2. Considérons un mot m et un texte a et cherchons a écrire un algorithme qui détermine I’appartenance de
m a a. Nous choisissons de représenter a et m par des chaines de caracteres (de type String en OCaml).

Donner un invariant de boucle pour répondre au probleme puis en déduire ’algorithme demandé.

16
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En récursif
La preuve de correction d’un algorithme récursif nous conduit a singer des preuves par récurrence ou des preuves

par induction.

Exemple. Reprenons l'algorithme calculant récursivement le pged de deux entiers naturels :

let rec pgcd a b = match b with
| 0 > a
| _ -> if (a>=b) then pgcd (a-b) b
else pged b a

L’algorithme est basé sur les trois propriétés mathématiques suivantes :

VaeN, aNO=a
V(a,b) eN2, aAb=bAa
V(a,b) N2, a>b= (a—b)Ab=aAb

Prouver la correction de cet algorithme.

17
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4 Complexité d’un algorithme

4.1 Généralités

La qualité d’un programme dépend essentiellement de deux choses :
e son temps d’exécution qui dépend de :

— la structure des données du probleme pour ce programme,

la qualité du code engendré par le compilateur,
— la rapidité des instructions offertes par 'ordinateur,

— lefficacité de 'algorithme,

la qualité de la programmation.
e son utilisation de 'espace mémoire (qui influe aussi sur le temps d’exécution : les temps d’acces).

L’idée de la suite est de s’affranchir de considérations subjectives (matériel, programme, ...) et de nous centrer
sur I’algorithme en lui-méme. Nous allons donc nous limiter dans un premier temps a :

e la structure des données,
e lefficacité de I'algorithme,
e l'espace mémoire utilisé.
Le mot complexité recouvre en fait deux réalités :

e la complexité des algorithmes : c’est ’étude de efficacité comparée d’algorithmes réalisant la méme tache,
nous mesurons le temps d’exécution et aussi I’espace mémoire utilisé de chaque algorithme,

e la complexité des problemes : c’est la classification des problemes en fonction des performances des
meilleurs algorithmes connus a ce jour qui les résolvent. Citons le probleme du voyageur de commerce qui
a une telle complexité que nous pouvons le considérer comme non résolu.

Notre exposé se limite a la complexité des algorithmes et plus particulierement a leur complexité temporelle
(temps d’exécution), méme si comme nous 'avons déja dit, la complexité spatiale (occupation mémoire) peut
influer sur la complexité temporelle (temps d’acces).

4.2 Mise en place de la complexité d’un algorithme

La complexité temporelle de notre algorithme va dépendre des données manipulées, de leur structure et de leur
taille.

Le choix de la structure des données se fera par bon sens. Par exemple, pour effectuer la division euclidienne
de deux entiers, nous manipulerons des variables de type entier plutot que des variables de type flottant... La
structure des données manipulée ne sera pas évoquée dans la mise en place de la complexité de I'algorithme.

Nous ferons par contre attention a la taille de données, c’est-a-dire la taille des objets manipulés. Il est assez
difficile de donner une définition théorique de la notion de taille de données. Citons plutot quelques situations
classiques afin d’appréhender cette notion :

Algorithme Taille de données
opération sur les nombres valeur maximale des nombres
calcul de sommes, de produits nombre de termes de la somme, du produit
polynome degré, valeur maximale des coefficients
tableau nombre de cases

La taille des données n étant choisie, nous allons maintenant chercher & évaluer le temps d’exécution T'(n) de
notre algorithme en dénombrant tout simplement, le nombre d’opérations fondamentales que l'algorithme
réalise. Cette notion d’opérations fondamentales est comme la notion de taille de données, difficile a définir et
est associer aux types de probleme étudié. Voici quelques exemples :

18
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Type de données Opération(s) fondamentale(s)
opérations sur les nombres addition, multiplication, ...
recherche d’un élément dans un tableau comparaison
tri des éléments d’un tableau comparaison, échange

Une fois choisie(s), nous déciderons que les opérations fondamentales ont toutes le méme coiit.

4.3 Différents types de complexité
Nous rencontrerons trois types de complexité :
e la complexité au pire : évaluation de la complexité dans le pire des cas, synonyme de sécurité,
e la complexité au mieux : évaluation de la complexité dans le meilleur des cas, inutile,
e la complexité en moyenne : évaluation de la moyenne des complexités dans tous les cas, sans doute

représentative mais difficile a évaluer.

4.4 Différentes échelles de complexité
Définition.
Nous avons différents types de complexité, dans un ordre croissant pour une taille de données entiére n :

e logarithmique : de 'ordre de O(log,(n)),

e linéaire : de lordre de O(n),

quadratique : de l'ordre de O(n?) ,
e polynomiale d’ordre p, p € N : de Pordre de O(n?),
e exponentielle : de l'ordre de O(a") ,

e hyper-exponentielle : comme O(n!) par exemple .

Les ordinateurs personnels sont actuellement capables d’accomplir 10'! opérations par seconde et imaginons
des algorithmes qui effectuent un traitement de données dans un temps T'(n).

Nous donnons ci-dessous un tableau de temps de traitement que 1’on peut espérer pour n éléments suivant la
complexité de l'algorithme, ou s, m, h, j, a désignent respectivement la seconde, la minute, I’heure, le jour,
Pannée et u I’dge estimé de I'univers (15 milliards d’années), et ol les nombres totalement inimaginables n’ont
pas été affichés.

(o [+ Tome [ = [ o [ = [ = [ o]

n=5 2,3.10 11 5.10 114 1,1-10710 4 2,5-10" 104 610795 3,2.10" 10 1-10"8 s 1,2-107 9
n =10 3,3.10" 115 1.10—10 ¢ 3,3.10" 10 1-1079s 1.1077 s 1.1078s 3.1075%s 3,6-10"9 s
n =15 3,0.10"1s | 1,5.107105 | 5,8.10"105 2,2.107 9% 5.10" 7 s 3,2.107 7 s 1.1072s 13 s

n = 20 4,3.10 11 ¢ 2.10" 104 8,6-10" 104 4.107 95 1,6-10"6 s 1.107% s 11s 281 j

n = 30 4,9.10" 11 ¢ 3.10" 10 1,4-1079%s 9.1079s 8,1-10"0 s 1.1072s 133 5 6470 u

n = 50 5,610 11 5.107 10 2,8-107 95 2,5.10" 85 6,2-10" 7 s 3,1h 30u

n = 100 6,610 11 1.1079s 6,6-10"9 s 1.1077 s 1.1073 s 30 u

n = 500 8,9.10 11 5.1079s 4,4.1078 2,5.10" 05 6,2-10 15

n = 1000 1.107104 1-1078 s 110775 1.10755 10 s

n = 5000 1,2-10" 10 5.10"8 s 6,1-10" 7 s 2,5-10"%s 1,7h

n = 10000 1,3-10710 1.1077 s 1,3-10" 65 1.1073 s 1j

n = 50000 1,610 10 5-107s 7,810 05 2,5-107 25 2a
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4.5 Calculs de complexité

Selon le paradigme utilisé la complexité s’obtient :

e comme une somme pour les structures itératives :

de la boucle ;

e comme le terme général d’une suite récurrente pour une fonction récursive.

Lycée Clemenceau, Reims

on additionne le nombre d’opérations a chaque étape

Une fois établi ce que I'on doit calculer, on est ramené a un exercice de mathématiques. Voici quelques résultats
utiles & connaitre :

(1)

— Propriété 5 (Calculs de complexité)

Sommes usuelles :

Pour tous ¢ > 1, a > 0et >0,

Yo" =00, Dk =0m*"), > k*(n(k)” = O(n**(In(n))?).
k=0 k=0
Suites arithmétiques :

Si (uy,) est une suite arithmétique, alors u,, = O(n).

Suites arithmético-géométriques :

Si (uy) est une suite arithmético-géométrique, telle que pour tout n € N, u,41 = au, + b avec
a > 1, alors u, = O(a™).

Suites dichotomiques :

Soient p € N*, A € Ry, v € Ry et la suite (u,) vérifiant la relation :
Vn € N, up =pujz) +An”

e Silog,(p) =7, alors u, = O (n”log,(n)).
e Silogy(p) > 7, alors u, = O (n'°s2(P),
e Silog,(p) < 7, alors u, = O (n7).

Preuve.
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Nous pouvons généraliser ainsi le théoréeme (admis) :

— Théoréme 6 (Complexité des algorithmes "diviser pour régner”)

Soient a et b € N*| k un entier naturel > 2 et v € R,. Soit (u,) une suite telle que, pour tout n > 2,
Up = au|n| +burny + O (n7).
e Silog,(a+b) =, alors u,, = O (n” logy(n)).
e Silogy(a+b) > 7, alors u,, = O (nl°8x(a+0),

e Silogy(a+b) <7, alors u, = O (n?).
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