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Chapitre TTT

Applications - Injections - Surjections - Bijections

I - Définitions et exemples

-
Définition 1 :

1/ Une application f est la donnée de deux ensembles E et F' non vides et d’une fagon d’associer
a chaque élément x € E un unique élément y € F, noté f(z).

On dit alors que f est une application de E vers F et on la note :

f:E —F ou bien f:E—F, z— f(x)

On peut également la noter plus simplement : f : F — F' ou bien encore F L F

2/ E s’appelle 'ensemble de départ de f , F ’ensemble d’arrivée de f.
3/ Pour tout x € E, f(z) s’appelle 'image de x par f.
4/ Pour y € F, on appelle antécédent de y par f, tout élément z € E tel que y = f(x).

5/ On appelle image de f (noté¢ Imf) 'ensemble défini par : Imf = {f(z) |z € E}

| J

Représentation sagittale :

REMARQUES :

1/ Imf C F et Imf #0

2/ Ona:VyeF, lyelmf <:><3xGE,f(w):y>}
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EXEMPLES 1 :

1/ Soit E un ensemble non vide et A une partie de E. Alors :

o PE) —— P(F)
X —XnNnA
est une application. On a Imp = Z(A)
2/ sin :R — R est une application et Im(sin) = [—1, 1].
r ——sinx
3/ Si on désigne par P un plan et par C I'ensemble des cercles de ce plan, on peut définir 'application

notée par exemple g, de C vers P, qui a chaque cercle associe le centre de ce cercle. On a :
g:C —P
x —— g(x) = Centre du cercle
On aIm(g) =P
4/ h :R — R n’est pas une application.

x ——— h(z)=Inz

5/ k :Rt —— R n’est pas non plus une application.

r ——— k(zr)=youycRety? =12
NOTATION : Si FE et F' sont deux ensembles non vides, I’ensemble de toutes les applications de E vers I
se note : F¥. Autrement dit :

feFf = [f est une application de F vers F]

EXEMPLE 2:Si f :[0,1] ——— R™* , on écrira : f € (RT)01,

r —— f(z) =2t

p
Définition 2 :
Soient f; : By — F} et fo : EF5 — F5 des applications. On dit que fi et fo sont égales et on écrit

J1=fasi:
[El - EQ] ot {Fl - FQ] et [\m € B, fi(z) = fo(z)

| J

REMARQUE : On a f1 # fa si By # Fs ou bien si Fy # F5 ou bien si By = FEs et F} = Fb et dx € By tel

que fi(z) # fa(z).



EXEMPLES 3 :

1/ Les applications f et g suivantes sont distinctes :
f R—R g :R —— R*
r — f(x) = 22 r — g(z) = 22
2/ Méme résultat pour les deux applications suivantes :
f R —R g :10,2nr] ———— R
x —— f(x) =sinx x +———g(r)=sinz
3/ Les applications f et g suivantes sont égales :
f R—R g R —R

r —— f(z) = Va2 r —— g(z) = |z]

IT - Composition d’applications

( Définition 3 :
Soient deux applications f : E — F et g : F' — G telles que F C F’. On appelle application

composée de f par g, que 'on note g o f, 'application définie par :
gof :E —— G

z —— (go f)(z) = g(f(2))

| J

REMARQUE :
1/ Cette définition est justifice par le fait que : Vo € E, f(x) € F' (car f(z) € F et F C F') et donc

g(f(x)) a un sens.

2/ On retient la définition de g o f grace au schéma suivant : z

fl@) == g(f (@)

~_

gof

3/ En général go f # fog

( 1\
Théoréme 1 : (Associativité de la composition des applications)

Soient f: E — F et g: F' — G et h: G' — H des applications. On suppose que F C F’ et

G C G Alors: (hog)o f=ho(go f). Cette application est alors simplement notée hogo f et on

a:
hogof :E ——— H
x ——— (hogo f)(z) = h(g(f(z)))
NOTATION : Si f est une application de F vers F et si n € N*, on note f™ 'application fo fo....--of
et par convention, on pose f0 = Idg. n fois
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IIT - Injections - Surjections - Bijections

s

Définition 4 :

un antécédent par f.

moins un antécédent

\ &

Soit une application f: E — F.

1/ On dit que f est injective (ou que : f est une injection), si tout élément de F' admet au plus

2/ On dit que f est surjective (ou que : f est une surjection), si tout élément de F' admet au

par f.

3/ On dit que f est bijective (ou que : f est une bijection), si tout élément de F' admet un et un

seul antécédent par f.

Illustrations :

Cas ou

EXEMPLES 4 :

1/ L’application
x

2/ L’application

3/ L’application

f est injective Cas ou f est surjective
E F

Cas ou f est bijective

53] —— R

est injective, mais n’est ni surjective, ni bijective.
—— sinx

R — [-1,1]

est surjective, mais n’est ni injective, ni bijective.

r —— sinx

est injective, surjective et bijective.
——— sinx




Théoréme 2 :

Soit une application f: E — F. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) f est injective.
i) V(x,2) € B2, [f(2) = f(z/) = & = x'}

i) V(z,2') € E%, [z # 2" => f(z) # f (w’)}

Corollaire 1 :
Soit une application f: E — F. Alors :

[f n’est pas injective] = [EI(:U,:C’) €E? x#1x et f(z)= f(ac’)]

Théoréme 3 :

Soit une application f: E — F. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) f est surjective.
i) Yye F,3x € E, y = f(x)

i) Imf = F

<
Corollaire 2 :
Soit une application f: E — F. Alors :
f n’est pas surjective] — [Ely €eF,Vze€E, f(x)# y] — [Imf + F}
Théoréme 4 : )
Soit une application f: E — F. Les propositions suivantes sont équivalentes :
i) f est bijective.
iil) Vye F,Alz € E, y = f(x)
iii) f est surjective et f est injective.
<

Corollaire 3 :
Soit une application f: E — F. Alors :

f n’est pas bijective] <~ [ f n’est pas surjective ou f n’est pas injective]
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Définition 5 :
Si f: E — F est une application bijective, on peut définir I'application notée f~!, appelée
application réciproque de f et définie de F' dans F par :
gteE —— 08
y —— f~1(y) = I'unique antécédent de y par f

Autrement dit :

VyEeF, V€ B, [[\(y) =z =y = f(2)]

| J

Illustrations :

Représentation de f Représentation de f~1
EXEMPLES 5 :
. . | P(E) —— Z(E) "
1/ Si E est un ensemble non vide, I'application est bijective. Elle est égale a
A — (gA

son application réciproque.

2/ L’application In : R*F —— R  est bijective et sa réciproque est 'application exp : R —— R**

r ——Inx x ——e”
. . ]R ——% ]R .o . . . . R % R
3/ L’application est bijective et sa réciproque est I'application
r — 3 x— Jx
( N

Proposition 1 :

Soit une application f : F — F bijective. Alors :
flof=Idg et fofl=Idp

Autrement dit : Vz e E, f_l(f(ac)) =z et VyebrF, f(f_l(y)) =y

Proposition 2 : (Caractérisation fonctionnelle de la bijectivité)

Soit une application f : £ — F. S’il existe une application g : F' — FE telle que go f = Idg et
fog=1Idp, alors f est bijective et g = L.

\ J

EXEMPLE 6 : Considérons I'application f définie par :



Définissons alors 'application g par :

g R — 5 R*
1
T o ——

v
On a alors : go f = Idg«— et fog = Idg«+. Par conséquent, application f est bijective et f~! et donnée

par: f7l R — 5 R

r — —-L

vz

( Corollaire 4 :

Si f: E — F est bijective, alors f~! est bijective et (f_l)_1 =

Corollaire 5 :

Si f:E— Fetg:F — G sont bijectives, alors g o f est bijective et (go f)™' = flog™!
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