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CHAMPAGNE-ARDENNE

Chapitre IV

Relations d’équivalences

I - Définitions et exemples

Soit E un ensemble non vide.

|
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Définition 1 :

1/ On appelle relation binaire dans E, tout énoncé logique qui dépend d’un couple d’éléments
de E. Autrement dit, si pour tout (z,y) € E?, Z%(z,y) est un énoncé logique, on dira : Z est

une relation binaire dans E.

2/ Si Z est une relation binaire dans F, alors pour tout (z,y) € E?, I'énoncé Z(z,y) sera noté :

TRy

3/ Soit Z est une relation binaire dans E et (z,y) € E2.

>> Sil'énoncé x Z y est vrai, on dit (et on écrit) : ” @ est en relation avec y modulo Z " ou
bien encore : 7 On a x Zy .

29

> Si I’'énoncé x Z y est faux, on dit : 7 & n’est pas en relation avec y modulo % ” ou bien

encore : On n’a pas x Zy ”, ou bien encore : "On a az.?y 7,

J

Diagramme sagittal d’une relation binaire : Pour (x,7) € E?, on relie z & y par une fléche dirigée de x

vers g, pour traduire que 'on a x Z y; s’il n’y a pas de flache reliant x et y, c’est qu’on n’a pas © Z y.

E

7Y
vAv
Par exemple, on a : 2Rt

t X =
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EXEMPLES 1 :

1/

2/

3/

4/

La relation d’égalité dans F

Dans I'ensemble E, considérons, pour tout (z,y) € E?, I’énoncé Z(x,y) = “x = y*“. Alors Z est une

relation binaire dans E. Cette relation binaire & est définie dans F par :
V(z,y) e B, s Ry =z =y
Cette relation binaire s’appelle “relation d’égalité dans E*.

Considérons, pour tout (z,y) € R?, I’énoncé Z(z,y) = “r > y“. Alors & est une relation binaire

dans R. Cette relation binaire # est définie dans R par :
V(z,y) €R? 2 Ry <= x>y
On a par exemple : 672 et 1 %2

Les relations de perpendicularité et de parallélisme sur ’ensemble des droites

Soit P un plan ; désignons par D I'ensemble des droites de P. Pour tout couple de droites (D1, Do) € D?,
considérons les énoncés : Z (D1, D2) = “Dq J) Do et ./ (D1, Dy) = “Dy L Do “. Alors Z et . sont des
relations binaires, appelées respectivement ‘relation de parallélisme® et ‘relation de perpendicularité ;

elles sont définies par :

[V(Dl, Dy) € D%, Di#Dy < D, //D2] ot [V(Dl, Dy) € D%, D1.% Dy <= Dy LDy

La congruence modulo n dans Z (ot n € N)

Soient n € N et pour tout (x,y) € Z2, lénoncé .4 (x,y) = “n ‘ x — y“ (autrement dit :
M(x,y) = “Dk € Z, x —y = kn*). Alors .4 est une relation binaire; elle est définie par :

Y(z,y) € 72, x///y<:>n‘:n—y

Cette relation binaire s’appelle “congruence modulo n dans Z*.

Au lieu d’écrire : @ A y, on écrira = y [n] et on dira “x est congru a y modulo n*.

Définitions 2 :
Soit #Z une relation binaire dans E. On dit que :

1/ % est réflexivesi : Ve € E, t Zx
2/ X est symétrique si : V(z,y) € E?, [w%y — y%x}

3/ # est transitive si : Y(z,y,2) € E3, [(x%y et y#z) = x%z}

|

Définition 3 :
Soit # une relation binaire dans E. On dit que # est une relation d’équivalence si #% est

réflexive, symétrique et transitive.

EXEMPLES 2 :



1/ Soit P un plan et D l'ensemble des droites de P. Alors la relation de parallélisme est une relation

d’équivalence dans D mais la relation de perpendicularité n’en n’est pas une.
2/ La relation de congruence modulo n dans Z (ou n € N) est une relation d’équivalence.

3/ La relation d’égalité sur un ensemble non vide est une relation d’équivalence.

IT - Classes d’équivalences et ensemble quotient

Dans ce paragraphe, E est un ensemble non vide et Z# est une relation d’équivalence dans E.

P
Définition 4 :

1/ Pour tout = € E, on appelle classe d’équivalence de x modulo %, la partie de E notée

Clz(x) ou bien T (si aucune confusion n’est possible) et définie par :
T={ycE|yRaz}
Autrement dit pour z € E :
Vy€eE, [yt = yZa]
2/ On appelle ensemble quotient de E par %, I'ensemble noté E/%, et défini par :
Ejge={z |z c B}
Autrement dit :

VX € P(E), [X € E/%] <= [3z € E, T = X]

| J

EXEMPLES 3 :

1/ Soit E un ensemble non vide et Z la relation d’égalité dans E. Alors quelque soit x € F, on a :

T = {z}. on en déduit que E/%Z = {{w} ‘ x € E}

2/ Soit n € N. Si on désigne par .# la relation de congruence modulo n dans Z, alors, pour tout = € Z,

ona:fz{w—klmﬂkEZ}.

* Sin=0,alors T = {z} et Z/# = {{x}‘xGZ}

* Sin=1,alors T =7 et Z////: {Z}

Proposition 1 :

1/ Vee E,TC Eetx €T

2/ Soit (x,y) € E?. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

xRy i)zey )yex iv)

8|
|
<
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( Corollaire 1 :
Soit X € E/% Alors :

1/ 1l existe 29 € E tel que Ty = X.
2/ Pourtout z € E, 2z € X <=7 = X.

Tout élément de X s’appelle représentant de X

( Définition 5 :
Soit  un ensemble non vide. On appelle partition de 2, toute partie non vide P de Z(Q) telle

que l'on ait les deux conditions suivantes :
> VAePR, A#(

> VreQ JAePB, ze A

\ & J

EXEMPLES 4 :
1/ Soit Q = {1,2,3}.
> Soit Py = {{1, 2}, {3}} Alors 31 est une partition de €.
Posons 2 = { {1,3}, {2} }, B = {1}, {21, {31} et P4 = {{1,2.3}}. Alors o, Py et Py sont

aussi des partitions de 2.

>> Par contre Ps = {(]),{1,2,3}}, Pe = {{1},{2}} et Pr = {{1,2},{2,3}} ne sont pas des parti-
tions de ().

2/ {RT,R*"} est une partition de R.

3/ Soit Q = N. Posons Ay = {31{7‘1@ € N}, Al = {3k‘—|—1‘k‘ € N} et Ay = {31{:4—2‘]{7 € N}. Posons
L= {Ao, Aq, Ag}. Alors B est une partition de 2.

Proposition 2 :

1/ Pour tout (X,Y) € E/#Z x E/#Z,ona: X =Y ou XNY = 0.

2/ EJZ est une partition de E.

>k 3k skosk skosko sk skosko sk skoskokoskoskoskok skok sk skokox



