ECG2 - Mathématiques appliquées Lycée Clemenceau - Reims

— Colle 15

Intégration

Questions de cours

+o00
Preuve : L’intégrale / e Mdt converge si et seulement si A > 0.
0

Exercice 1
Etudier la convergence des intégrales suivantes :

+oo 1 +oo 1 +oo
A= S B = (14— - —Vigt,
/2 (D) dt, /1 n < + t3> dt, C /0 e Vidt

Exercice 2
Pour tout n € N* on pose :

+oo
A, = / ¥daz et Uy = ln(n1/3An).
o (I+a?)n

1. Montrer que les suites (A4,) et (v,) sont bien définies.

2. Soit n € N*,

+o00 .22'3
(a) Justifier que A, = A,11 + /0 de-

(b) A T’aide d’une intégration par parties, exprimer A, 1 en fonction de A,.

3. (a) Déterminer trois réels a, b, ¢ tels que lorsque n tend vers +oo,
b c 1
Un+1—vn:a+*+72+0 —5 |-
n o n n

(b) Etudier la convergence de la suite (vy,).

4. La série Z A,, converge-t-elle 7
n>1

Ay
5. On pose by = —.
P k A,
Ecrire un programme Python qui pour une valeur de A réelle donnée par lutilisateur renvoie
une valeur de N pour laquelle on a :

Vn > N, Zbk > A.
k=1

Exercice 3
Pour tout entier n > 2, on pose u,, =

k

1. (a) Montrer que, pour tout entier k > 2, /
k—1

(b) En déduire un encadrement de In(n!), puis de u,, pour tout entier n > 2.
(¢) Qu’en déduire pour les suites (In(n!)) et (In(n™)) ?

In(t)dt < In(k) < /kH In(t)dt.
k
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Preuve : L’intégrale / o converge si et seulement si o > 1.
1

Exercice 4
Etudier la convergence des intégrales suivantes :

+o0 +o0 In(t 400 dt
A :/ et dt, B :/ ) 4 cz/ .
0 2 142 3 €'n(t)
Exercice 5 22
Soit n € N. On pose pour tout z € R : f,(z) = 2™ exp <—>
+o0
1. Prouver la convergence de I'intégrale fn(z)dz.

0

+o00
2. On pose I, = / fn(x)dz.
0
(a) Prouver que, pour entier naturel n, I4o = (n+ 1)I,.

(b) On admet que Iy = \/Z Calculer I;.

(2n)!
27!

T
(c) Montrer que pour tout entier naturel n : Ia, = \/; et Iopr1 = 2™nl.

Exercice 6
On considere la fonction f définie sur R™ par :

f(x):;/xtdt si x>0 et f(()):%.

0 €t+1
1. (a) Mont W €0, +ool, Vit e [0,a], —— < —— <
. ntrer : —.
a) Montrer que : V z €]0, +oo], T S a1 S 3
, 1
b) Etablir al tout 0 : < < -.
( ablir alors que, pour tout x > 0, on a pr— < f(z) < 5

En déduire que la fonction f est continue a droite en 0.

)
)
2. (a) Montrer que f est de classe € sur |0, +ool.
(b) Vérifier que, pour tout > 0, f'(z) = —%g(az), ol g est une fonction que I'on déterminera.
)

Etudier les variations, puis le signe de la fonction g.

En déduire que f est décroissante sur R™.

<1.
et +1~

(b) En déduire la limite de f(x) lorsque = tend vers +oc.

3. (a) Montrer que, pour tout ¢ >0, on a :
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Preuve : Propriétés de l'intégrale sur un segment.

Exercice 7
Etudier la convergence des intégrales suivantes :

+oo 1 +oo 1 +oo ]
A:/ - a B:/ 1n(1+> dt, cz/ et
2 \/%ln(t) 1 \/g —00

Exercice 8
Pour tout entier n > 1, on pose :

1 , 1,
In:/oajnln(l—l-x)dx et Jn:/o T+ 22

n

dz.

1. (a) Calculer J;.
(

1
b) Montrer que, pour tout entier n > 1,0 < J, < ——.
n

)
) +1
(c) Etudier la convergence de la suite (J,,)p>1.
2. (a) A laide d’une intégration par parties, montrer que, pour tout entier n > 1,

In(2) 2
I, = -
n+1l n+1

n+2-

(b) Etudier la convergence de la suite (I,,)>1.

(c) Déterminer un équivalent de I, lorsque n tend vers +oo.

Exercice 9

3

1
Pour tout entier n > 1, on pose S, = =
k=1
1 k+1 1 1
1. Montrer que, pour tout entier naturel £ non nul, on a : —— < / —dt < —
kE+1 i t k
1
2. En déduire que, pour tout entier n > 2, ona: S, —1<lIn(n) < S, — —.
n
3. Etablir alors un encadrement de S, puis montrer que : S, o In(n).
oo
Exercice 10
Soit = €]0, 1.
, A n zk
1. Etabli tout n € N*, I’égalité : dt = —.
ablir, pour tout n , égalité /0 T Zk
k=1
x n
2. Montrer que : lim dt = 0.
n—-+o00 0 —
k too &
3. En déduire la convergence de la série Z — ainsi que I’égalité : = = In(1 — x).

k>1 k=1




