ECG2 - Mathématiques appliquées Lycée Clemenceau - Reims

— Colle 18
Variables aléatoires a densité
Applications linéaires

Questions de cours

1. Propriétés de la fonction de répartition d’une variable aléatoire. Cas particulier d’une variable
aléatoire a densité.

2. Preuve : f est injective < Ker(f) = {0g}.

Exercice 1

. s . (10 (0 1 (0 0 (0 0
On considere les matrices F; = <O 0) , FEy= <O 0) , FEs3= <1 0) , FEy= <O 1).
On rappelle que la famille Z = (E1, E9, E3, E4) est une base de .#5(R).

1 0 01
OnnoteIz(O 1>:E1+E4etJ:<1 O>=E2+E3.
) . . . a b ) ) a+d b+ c
Soit f I'application qui & toute matrice M = . g ) associe la matrice f(M) = 5 I+ 5 J.

a) Montrer que f est un endomorphisme de .#5(R).

1.
(b

Déterminer la matrice A de f dans la base 4.
a) Déterminer I'm(f) et sa dimension. Quel est la dimension de Ker(f) ?

)

)

2. (a)
(b) Déterminer Ker(f).

)

)

)

(c) Justifier que f n’est pas un automorphisme de .#5(R).
3. (a) Montrer que fo f = f.

(b) Retrouver a l'aide de la question précédente que f n’est pas un automorphisme de .#>(R).
4. Montrer que Ker(f —id) = Vect(1,J).

5. (a) On considere la famille ¢ = (E1 — Ey, B2 — E3,1,J).
Justifier que € est une base de .#>(R).
(b) Déterminer la matrice D de f relativement a la base %

(c) Ecrire la matrice P de passage de & a % puis donner une formule reliant A, D et P.

Exercice 2

On considere la fonction f définie par f(z) = { 2¢  siz€]0,1], '

0 sinon.

1. Montrer que f peut étre considérée comme densité d’une variable aléatoire X.

2. (a) Montrer que X possede des moments de tous ordres et, pour tout entier naturel n non nul,
calculer m,(X) le moment d’ordre n de X.

(b) En déduire l'espérance et la variance de X.
3. Déterminer la fonction de répartition de X.

4. (a) Déterminer la loi de la variable aléatoire Y = In(X).

(b) Etudier I'existence et éventuellement calculer la valeur de I'espérance de Y & laide de la loi
de Y.
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Questions de cours

1. Définition et propriétés d’une densité d’une variable aléatoire a densité.

2. Preuve : Si f € .Z(E, F) est un isomorphisme, alors f~! € Z(F, E).

Exercice 3
Soit f I’application de Ro[X] dans R? définie par : f(P) = (P(0), P(1), P(2)).

1. (a) Montrer que f est une application linéaire de Ry[X] dans R3.

(b) Déterminer la matrice de f dans les bases canoniques de Ro[X] et de R3.
2. (a) Déterminer Ker(f).

(b) En déduire que f est un isomorphisme.

3. On considere les polynomes Lo(X) = (X —1)(X —2), L1(X) = X(X —2) et Ly(X) = X (X —1).

(a) Montrer que la famille (Lo, L1, L2) est une base de Ro[X].
(b) Déterminer la matrice de f dans la base (Lo, L1, La) de Ry[X] et la base canonique de R3.

(c) Retrouver que f est un isomorphisme.

Exercice 4 too
1. Montrer que l'intégrale / e *dx converge et déterminer sa valeur.
0

1
2. On consideére la fonction f définie par : Vz € R, f(z) = ie*m.

(a) Montrer que f est paire.
(b) Montrer que f peut étre considérée comme une densité de probabilité.

Dans la suite, on consideére une variable aléatoire X, définie sur un espace probabilisé (€2, A, P),
et admettant f comme densité. On note F' la fonction de répartition de X.

T

1
3. (a) Montrer que, pour tout z <0, F(z) = 5¢"

1
(b) Montrer que, pour tout z > 0, F(z) =1 — 56_”“.

4. On pose Y = | X]|, ce qui signifie donc que Y est la valeur absolue de X. On admet que Y est
une variable aléatoire a définie sur le méme espace probabilisé que X. On note G la fonction de
répartition de Y.

(a) Déterminer G(x) pour tout réel x < 0.

(b) Montrer que, pour tout réel z > 0, on a : G(z) = F(z) — F(—z). En déduire I'expression
explicite de G(z) en fonction de .

(c) Reconnaitre la loi de Y et donner son espérance.
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1. Noyau d’une application linéaire : définition et propriétés.

2. Preuve : Si dim(FE) = dim(F), alors : f bijective < f injective < f surjective.

Exercice 5
On note E l’espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a 3. Soit f
lapplication qui, & tout élément P de E associe la fonction polynémiale f(P) définie par :

Vz € R, (f(P))(x) = zP'(z) — P(x).

—_

. Montrer que f est un endomorphisme de F.

2. Déterminer la matrice de f dans la base canonique de F.
3. Déterminer Ker(f) et Im(f).
4

. f est-il un automorphisme de E ?

Exercice 6 0 six <1,
Soit n un entier supérieur ou égal a 3 et f la fonction définie sur R par : f(x) = { n—1 1
six > 1.

‘,BTL
1. Vérifier que f est une densité.

On considere dorénavant une variable aléatoire X admettant f comme densité et on dit que X suit
une loi W de parametre n, notée W(n).

2. Déterminer la fonction de répartition F' de X.

-1
3. (a) Montrer que X a une espérance F(X) donnée par E(X) = n 5
n J—

(b) On appelle mode d’une variable & densité le réel x tel que f(z) soit maximal.

Déterminer le mode de X.

1
(c) Déterminer le réel p, appelé médiane de X, tel que F'(u) = 3

4. Soient X; et X5 deux variables aléatoires, définies sur un espace probabilisé (§2, o7, P), indépendante,
et suivant toutes deux la loi W(n).

On considere les variables aléatoires S = max(X7, X2) et I = min(X7, X5) et on admet que S
et I sont des variables aléatoires définies, elles aussi, sur (2, .27, P).

(a) Déterminer la fonction de répartition de Fg de S.

(b) En déduire que S est une variable aléatoire & densité et donner une densité fg de S.
2(n —1)?

(n—2)(2n—3)°

(c) En déduire que S a une espérance E(S) =

5. Ecrire la relation liant X, Xy, S et I et en déduire la valeur de E(I).

6. (a) Déterminer la fonction de répartition de Fr de I.
(b) En déduire que I suit aussi une loi du type W et préciser le parametre de cette loi.

(¢) Retrouver sans calcul l'espérance de 1.
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1. Image d’une application linéaire : définition et propriétés.

2. Preuve : Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.

Exercice 7
L . {10y , (01 /10 (0 1
On considere les matrices I = <0 1) , J = <1 0> , K = (0 _1> , L= (_1 0)
On considére également 'application f définie par : VM € .#5(R), f(M) = JMJ.
1. (a) Montrer que l'application f est un endomorphisme de .#5(R).

(b) Déterminer f o f. En déduire que I’application f est bijective. Préciser f~1.
2. Montrer que : VM, N € #>(R), f(MN) = f(M)f(N).
3. Montrer que (I, J, K, L) est une base de .Z5(R).

4. Soit F' I’ensemble des matrices M € .#5(R) vérifiant f(M) = M et soit G I'ensemble des matrices
M e #>(R) vérifiant f(M) = —M.
(a) Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de .Z>(R).

(b) Montrer que tout élément M € .#5(R) peut s’écrire d’'une maniére et d’une seule sous la
forme : M =M, + M_, avec My € F et M_ € G.

(c) A titre d’exemple, déterminer les matrices A4 et A_ lorsque A = <? :;)

5. (a) Montrer que le produit de deux matrices appartenant a F appartient aussi a F. Que
peut-on dire du produit de deux matrices appartenant a G 7

(b) Si M,N € #>(R), exprimer (MN)4 et (MN)_ en fonction de My, M_, Ny et N_.

Exercice 8 1 R L,
On note f la fonction définie par : f(z) =< 2z/x ’ ’
0 sinon.

1. Vérifier que f est une densité.
2. Déterminer la fonction de répartition Fx de X.
3. Montrer que X ne possede pas d’espérance.

4. On pose Z = In(X). Déterminer la fonction de répartition de Z et vérifier que Z suit une loi
exponentielle dont on donnera le parametre.




