ECG2 - Mathématiques appliquées

Correction - AP 10
‘7 Couples de variables aléatoires discretes

Exercice 1 (ECRICOME 2016)

1.

3.

X et Y sont indépendantes et de méme loi donc pour tout couple (4, ;) de N? on a :

et de méme

donc X et Y sont échangeables puisqu’on obtient la méme valeur dans les deux cas.

. Avec le SCE (Y = j)jen, par incompatibilité puis comme X et Y sont échangeables, on a :

n +oo +o0
PX=0=P(JX=0n¥ =)= P(X=0)n¥ =j)=) P(X=j)n(Y =i
j=0 j=0
Par incompatibilité puis comme (X = j);jen est un SCE :

+o0 n
P(X=i)=Y P(X=j)n( =i)=P(JX =5)nY =i)=P(Y =)
j=0 Jj=0

(a) X prend la valeur 2 lorsqu’on a tiré une boule blanche, donc il faut mettre dans la condition

b

un évenement de méme probabilité, donc de probabilité ——. rd.random() suivant la loi

n+b
uniforme, on remplit les trous par :

r < b/(b+n)

(b) Pour la variante 1, lorsque x prend la valeur 1, on rajoute ¢ boules noires donc on refait la

méme expérience pour y mais avec b’ = b et n’ = n + ¢ boules noires.

De méme lorsque = prend la valeur 2, on fait la méme expérience avec b’ = b+ c et n’ = n.
Pour la variante 2 c’est inversé : lorsque z =1 on a b’ = b+ c et n’ = n, lorsque £ = 2 on

ab=betn' =n+c.

Enfin pour la variante 3 on refait strictement la méme expérience donc il n’y a aucun

changement a effectuer sur b et n. On obtient donc :

1 |def experience(b, n, c, variante):
2 x = tirage(b,n)
3 if variante ==

4 if x =1 :
5 n = n+c
6 else:

7 b = bt+c
8 elif variante ==
9 if x ==

10 b = b+c
11 else:

12 n = n+c
13 y = tirage(b,n)
14 return([x, yl)
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(c) Plus compliqué. Pour approximer la loi il faut approximer chaque probabilité par la
fréquence d’apparition des événements.
Apres la boucle for le programme divise chaque vecteur, donc chaque coefficient du vecteur,
par le nombre N d’expériences : il faut donc qu’a la fin de la boucle chaque coefficient soit
égal au nombre de réalisations de I’évenement correspondant lors des N simulations.
Pour cela, a chaque nouvelle simulation, donc a chaque passage dans la boucle, il faut
rajouter 1 au coefficient correspondant a ’événement réalisé. Or on a mis le résultat de la
nouvelle simulation dans les variables x et y; c¢’est pourquoi c’est bien a 1’élément 1oiX [x-1]
qu’on a rajouté 1 (attention, les indices commences & 0 sur Python...), et on fait de méme
dans loiY[y-1] et loiXY[x-1,y-1] avec :

loiX[x-1] loiX[x-1]+1
loiY[y-1] = loiY[y-1]+1
loiXY[x-1, y-1] = loiXYV[x-1, y-1]+1

(d) Pour tester I’échangeabilité il suffit d’avoir P(X =1)N (Y =2))=P(X =2)N(Y =1))
puisque le support de X et de Y est {1;2}. Il suffit donc de regarder si la matrice 10iXY
est symétrique.

Pour I'indépendance on teste tous les produits de loiX par loiY en on vérifie si cela donne
10iXY. On obtient finalement :
e X et Y sont échangeables dans les variantes 1 et 3, mais pas dans la variante 2.
e Pour la variante 1, des le premier produit on a 0,66 x 0,66 ~ 0,44 # 0,49837 donc X
et Y ne sont pas indépendants.
e Pour la variante 2, des le premier produit on a 0,58 x 0,66 ~ 0,38 # 0,33258 donc X
et Y ne sont pas indépendants.

e Pour la variante 3, les quatre produits fonctionnent : 0,66 x 0,66 ~ 0,44 ~ 0, 44466,
0,66 x 0,33 ~ 0,22 ~ 0,22098 ~ 0, 22312 et enfin 0,33 x 0,33 ~ 0,11 ~ 0,11124. Les
variables X et Y semblent donc indépendantes.

4. (a) X a pour support {1,2} et par équiprobabilité de tirer chaque boule on a :

n b

PX=1)=p— , P(X=2=

(b) X et Y ont pour support {1;2}. On a de plus

_n n+c n(n+c)
Cb+n btnt+c  (b+n)(b+n+c)

P((X = )A(Y = 1) = P(X = )Py (Y = 1)

nb
P(X=1)Nn(Y=2)=P(X=2)Nn(Y =1)) = GrmbInto
et
B o b(b+c)
PX =900 =2) =0t
(c) On a vu que Y () = {1;2}, et par probabilités totales avec le SCE ((X =1),(X =2)) on
obtient :
n(n+b+c) n

PY=1)=P(X=1DnNn¥ =1)+P(X=2)n(Y =1)) =

b+n)b+n+tc) b+n

bn+b+c) b
(b+n)b+n+c) b+n

PY=2)=P(X=1D)nNn¥ =2)+P(X=2)n(Y =2)) =

donc Y suit la méme loi que X.
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(d)

On a bien obtenu P((X =1)N (Y =2)) = P((X =2)Nn(Y = 1)) donc X et Y sont
échangeables. Par contre en calculant

n n
P(X=1)P = =
( )( ) b+n b+n
et
n n-+c

P(X=1)Nn({ =1)) =

b+n b +n-+c
on se rend compte que pour avoir égalité, il faudrait avoir

no n-—+c
b+n b+n+c

ce qui est absurde puisque b et ¢ sont non nuls, et on en déduit que

& n(b+nc) = (ntc)(b+n) & nb+n’+nc = nb+n?+bctnc < be =0

P((X =1)N(Y =1)) £ P(X = 1)P(Y = 1)

et les variables X et Y ne sont pas indépendantes.

Exercice

1. (a)

2 (EDHEC 2016)
Comme t # 1, la formule de la somme géométrique s’applique et donne :

vt € [0; 2], thl Zt’“ 1-&

p=1

On integre cette égalité entre 0 et x, et on obtient par linéarité de I'intégrale :

n

T x 1 x n
Z (/ 1 dt> =/ = dt/ o

p=1

On calcule alors les intégrales a I'intérieur de la somme et la premiere du second membre :
x
a2
0 Plo b
o1 -1 x
/ —— dt = —/ — dt = — [ln(|1—t\)]0 =—(In(l—-2)—1Inl)=—1In(1l —2)
0 0

1-t¢ 1-t
p x tn
x——ln(l—:r)—/ dt.
p o 1—t

et

et on obtient bien : .

p=1
Pour ¢ € [0;z] on a successivement les inégalités suivantes (avec l'inverse strictement
décroissant sur R d’une part et t" > 0 d’autre part) :
1 1 " "

< —-t<0,1—-2<1-t<1,1<—< < <

0<t<z, < —t< < < < < < <
1-—t¢ 11—z’ 1-—1¢ l1—=x

On peut remarquer pour simplifier la suite que 7= > 0 et on integre avec des bornes dans

l'ordre croissant :
0< / dt < / = —
o 1—t 1—2x ) (n+1)(1—x)

Le membre de droite tend vers 0 par quotient, avec z™ qui tend vers 0 car |z| < 1, et
(n+1)(1 — x) qui tend vers 400, et on en déduit par encadrement que :

T n

dt = 0.

lim
n—+oo Jg 1 —1¢
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(d) On fait tendre n vers +oo dans la question 1b, en remplacant I'indice muet p par k :

n zF T yn
Zk——ln(l—x)—/o dt —In(l—2)—-0=—1In(1l —2)

1-—1¢ n——+o00
k=1

donc la série de terme général z* /k converge et :

+0o

Z% = —1In(1 —z).
k=1

q
s k +1 s ,
2. Notons P(q) la propriété : ” E ( ) = (q >”. On montre cette propriété par récurrence

m m+1
k=m
sur g > m.
m
Ini. Pour ¢ = m, la somme vaut (:@) = (") =1et (zﬁ) = 1 donc la propriété est vérifiée
k=m

au rang g = m.
Héré. Soit ¢ > m. Supposons que P(q) est vraie et montrons que P(q + 1) est aussi vérifiée.
q+1 q
m m m ) P@ \m+1 m m+1
k=m k=m
avec la derniere égalité donnée par la formule du triangle de Pascal, qu’on peut reprouver
ainsi :

<q+1>+<q+1) _ (g +1) (g +1)

m+1 m (m+Dl(g+1-—m—-1)! ml(g+1—m)!

(¢+1)! (¢ +1)!
(m+ Dl g—m)!  mlig+1—m)!
g+ g+1-—m)+(¢g+1)(m+1)
(m+1)l(g+1—m)!
(g+1)g+2) _ (¢ +2)!

(m+Dlg+2-m-1)! (m+1)(¢g+2—m—1)!
_ <q+2)
m+1)

Ccl. Par récurrence, Vq > (k) (gt
. yYg>m, Y (m)—(m+1)..

k=m

3. (a) S, est la somme de n variables prenant leurs valeurs dans [1;+oo[, on a donc S,(2) =
[r; +ool.
Avec le systeme complet d’événements (S, = j)j>n, la formule des probabilités totales
donne, pour tout £k >n+1 :

+00 too
(Spt1=k) = U(Sn =) N (Snt1=k) = U(Sn =J)N(Sn+ Xn+1 =k)
oo o
= UGw=)n&nnr =k~ 1)
j=n

On remarque alors que X,,+1 = k — j est impossible pour k — j < 0, donc pour j > k, et la
réunion s’arréte donc a k — 1 pour donner :

k—1
(Sni1=k) = |J(Sn =3) N (Xnp1 =k — )

j=n
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puis par incompatibilité de la réunion :
k—1

P(Spi1=k) =Y P((Sn=4)N(Xnp1 =k —j)).
j=n

n

b) Les X; étant indépendantes, par lemme des coalitions, X,, 1 et S,, = X sont indépendantes
p p + p
i=1
donc pour tout £ >n+1:

k—1
P(Snt1=k) = ZP(Sn =P Xpp1=k—j) = ZP(Sn — )1 - 2)i 1y

Montrons alors par récurrence sur n > 1, la propriété :

P, : ?Vk € [n;4oof, P(S,=k) = (kil)x"(l — )k,

n—1

Ini. Pour n =1, S; = X3 qui suit la loi géométrique de parametre x, donc on a bien :

VEeN*, P(S)=k)=(1—-2)" o= (k g 1):1:1(1 — )kt

puisque (kal) =1, et la propriété est vraie au rang n = 1.

Héré. On suppose la propriété vérifiée au rang n > 1, alors pour tout k& > n + 1, le début de
la question permet d’écrire :

k=1 , .
P(Spt1=k) = (J : i)x"(l —z) (1 —z)F I
j=n N
k-1 j 1
_ n+loq1 _ . \k—n—1
= <n B 1>x (1—-x)
j=n
L
— n+lrq1 . \k—(n+1) -
2" (1 —x) Z <n B 1>

Calculons cette somme en faisant apparaitre le résultat de la question 2 : avec le
changement d’indice ¢ =7 — 1 on a:

S (RHED N BN B (A B

et on obtient finalement : pour tout £ > n + 1,
k—=1\ . k—(n+1)
P(Sp+1=k) = a )T (1—x)

et la propriété est vérifiée au rang k + 1.
Ccl. Pour tout n € N*, la loi de S, est bien donnée par :

k—1

n—1

Vk € [n;+oof, P(S, =k) = < )x"(l )k

(¢) (Sn = k)ke[n;too €st un systeme complet d’événements donc :

& _ _ n+oo k—1 k—mn __
;LP(S”_I{)_:U Z(n_1>(1—x) =1.

k=n

En divisant par 2" # 0 on obtient bien :

f <fbj>(1—x)k" = xin

k=n
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(d)

4. (a)

(b)

Il faut sommer n variables indépendantes suivant la loi géométrique de parametre p donc
il faut entrer la commande :

S = np.sum(rd.geometric(p, n))

Comme p €]0; 1], son logarithme est strictement négatif. Avec ¢* > 0 et k> 0, on obtient
bien :

qk
Vk € N* =——">
SR ) <

A Paide de la question 1d, appliquée avec g € [0; 1], on peut affirmer que cette série converge
et que :

—+00 +0 ke

1 q 1 In(p)
Eu:— E—:— X(—In(l—-gq)) = =1
— "7 () — k In(p) (=Inl ~q) In(p)

On considere la série de terme général kP(X = k), dont on remarque qu’elle est géométrique
de raison ¢ avec |q| < 1, donc elle converge absolument. On en déduit que X admet une
espérance et :

B(X) = —— qu—— P —p—
In(p) In(p) l—qg  pln(p)

De méme la série de terme général k2 P(X = k) converge absolument comme série géométrique
dérivée avec |¢| < 1, donc X admet un moment d’ordre deux et donc une variance, avec :

1 +o0o q +oo - q 1 q
PO = M T TR &M T he T )

puis par Koenig-Huygens :

q ¢  _ qln(p)+¢* _ q(g+In(p)

V(X):_p%n(p) P(n(p)?  p*(n(p)?  p*(In(p))?

Lorsque X = k, Y peut prendre toutes les valeurs de [0;k]. De plus k prend toutes les
valeurs de 1 a +o00 donc en réunissant les possibilités on obtient bien :

Y(Q) =N

Par formule de probabilités totales avec le systeme complet (X = k);>1 on obtient alors :

+o00 +o00 qk N 1 +o00 (qg)k
(Y =0) =) P(X =k)Px_p(Y =0) g < T Thp) = R
k=1 k=1 k=1
et enfin la question 1d de la partie I donne :
1 1
PY=0 = - x (=In(l1 —¢?)) = — X (—In([1 —q|[1+¢q
(V=0 = o (- ¢) =~ (L= g1 +q)
1 In(p) + In(1 + q) In(1+ q)
= X (In(p)+In(l+q)) = =14+ —=
In(p) (Infp) +1n(l +9) In(p) In(p)
Commencons par établir la formule demandée :
[ ! N G (k —1)! (k-1
ko knl(k—n)  nl(k—n) n nn-D(k—1-n+1)! nl(k—n)

donc les deux sont bien égaux.
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On applique alors la formule de probabilités totales avec le systeme complet (X = k)p>1 :

+oo
P(Y =n)=> P(X =k)Px_)(Y =n)
k=1

On remarque que (Y =
nuls et :

oo +0o0o k
q R pnghn
P(Y =n) = ) P(X=FkPxp =n)=- Fn(p) <”>p !
k=n -

n) n’est possible que si k > n donc les termes de 1 & n — 1 sont

k
400 (k +oo (k-1
_ pn Q 2k—n _ pn (n—l) 2k—n
a 111(1))% T ln(p)g no

Enfin on fait apparaitre ¢" a 'extérieur de la somme et pour compenser ¢~" a l'intérieur

et on obtient :
n n TOO

P(Y:n):_pnqn io k-1 % 2k72n:_pq k-1 X(Z)kfn
= n—1 1 nlnpk:n n—1 ¢

En appliquant comme indiqué la question 3c de la partie I avec z = 1 — ¢ qui donne bien

1 — x = ¢? on obtient :
p"q" 1 p"q"
P(Y=n) = — X =
( ) nin(p) (1 -¢?)" nIn(p)(1 —q)"(1 + q)"

n

n N

g _ q
nin(p)p™(1 + q)» n(1+ q)"In(p)

(c) On calcule cette série en faisant attention de séparer le terme k =0 :

k
& w4 1 X (ﬁ)
kZ_OP(Y == NG o) — ok

et on applique une fois de plus la question 1d de la partie I avec %quq € [0;1] (car positif

par quotient de facteurs positifs, et strictement inférieur a 1 avec ¢ < 1+ ¢q) :

n(p)
In(1+q) 1 1
) ) 1“(1+q>
B In(1+ q) _ N _
B T R T R

(d) On reconnait une série géométrique avec ‘%q‘ < 1 donc qui converge absolument. Y admet

donc une espérance et :

E(Y) = O0P(X =0)— — f SRR SRV TV
- - l+q) () 1+q¢ 1-14
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(e) Enreconnaissant cette fois une série géométrique dérivée de méme parametre que précédemment,
Y admet un moment d’ordre deux et :

00 k
1 q 1 q 1
E(Y?) = 0*°P(X =0)— —— k<> = - X X
v ( ) ln(p); l+gq In(p) ~ 1+¢ (1_%>2
+q
_ 1 q 1 q(+gq)
In(p) "~ 144 glp In(p)

Enfin Y admet bien une variance et

vy 11t @ a0+ +¢® _ gla+(1+q)n(p)

In(p)  (In(p))? (In(p))>? (In(p))?

Exercice 3 n
1. (a) Le théoreme de transfert garantit que : G(t) = E(tX) = ZtkP(X =

(b) Le support de X étant [0,n], on a: G(1) = ZP(X =k)=1
(c) G étant une fonction polyndémiale, G est dérivable sur R et G'(t Z kP(X = k)tF1 (la

dérivée d’une somme finie est la somme des dérivées et le terme pour k: = 0 étant constant,
il disparait en dérivant).

En particulier, G'( Z kP(X =k) = Z EP(X =k) = E(X).
(d) De la méme fagon, on a G"(t) = Y k(k—1)P(X = k)t*~2. Donc
k=2
G"(1) = k(k—=1)P(X =k) =Y K'P(X=Fk)-> kP(X =k)
k=2 k=2 k=2

k=1 k=1
D’apres la formule de Koenig-Huygens, on a :
V(X) = E(X?)—(E(X))’ = E(X?) - E(X)+ E(X) - (E(X))* = G"(1)+G'(1) - (G"(1))*.

(e) G étant polyndémiale, elle est indéfiniment dérivable et pour tout réel ¢, on a G (t) = G(t)
et pour tout j € [1,n] :

t) = Zn:k(k:— D.o(k—j+1)P(X = k)tF.

Pour ¢t = 0, la somme ci-dessus ne contient plus que le terme correspondant & k = j (les
autres sont nuls) et on obtient : Vj € [1,n], GU(0) = j! x P(X = j).

Comme de plus G(0) = P(X = 0), on peut conclure que la connaissance de la fonction
génératrice de X permet de retrouver la loi de X. En effet :

P(X =0) = G(0) et, pour tout j € [1,n], P(X =j) =
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2. (a) Si X <= B(p),on a:

1
= P(Xy =k)tF =P(X =0)+ P(X = 1)t = (1 —p) +pt.
k=0

(b) Si X9 < B(n,p), on a :

n

t)=> P(Xp=k)tF=>" (Z) pP(1—p)"Fth =" <Z> (pt)*(1—p)" % = (1—p+pt)".
k=0

k=0 k=0

(¢) Pour X3 : Gi(t) =pet GJ(t) =0. Donc :

o B(X1) =G1(1) =p,
o V(X1) =G{(1)+Gi(1) - (G1(1))* = p(1 - p).
Pour X3 : G4(t) = np(1 —p+pt)" 1 et G4(t) = n(n — 1)p?(1 — p+ pt)" 2. Donc :
2

o B(X2) = Gy(1) = np,
o V(X2) = G5(1) + Gy(1) = (G5(1))* = n(n — 1)p* + np — (np)* = np(1 — p).
3. Pour tout réel t € [~1,1] et tout entier k > a, on a: |P(X = k)t*| < P(X = k).

Comme la série de terme général P(X = k) converge (sa somme vaut 1 puisque X est une
variable aléatoire), la série de terme général P(X = k)t* converge absolument donc converge.

Donc pour tout réel ¢t € [—1,1], t¥ admet une espérance et avec le théoréme de transfert,
—+o00
- S pux -
k=0

4. (a) Si X1 <= G(p), X1(92) = N* et pour tout t € [—1,1] (la convergence de la série est assurée
par la question 3) :

“+oo —+00 —+00 pt
=) P(X;=k)tt= 1—p)fi ek = pt l-pt)f=—"— .
> P(Xy=k)tF=> p(1-p) pt > ((1=p)t) g
k=1 k=1 k=1
Remarquons que (1 — p)t €] — 1, 1] ce qui justifie cette derniere égalité.

(b) Si Xy < P(A), X2(Q2) = N et pour tout ¢ € [—1,1] (la convergence de la série est assurée
par la question 3) :

+oo
= Z P(Xy = k)th = k' e Mk =7 Z k' = e M = AU,

5. Pour tout ¢t € [—1, 1],
Gz(t) = E(t?) = Et*TY) = B(t*tY).

Les variables X et Y sont indépendantes donc, grace au lemme des coalitions, X et ¢¥ le sont
aussi. Par propriété de I’espérance d’un produit de variables indépendantes, on en déduit :

Gz(t) = Et*tY) = E@*)E(tY) = Gx(t)Gy (1)
6. (a) Si X — B(n,p) et Y — B(m,p), alors (avec la question précédente et la question 2.(b)) :
Gz(t) = Gx(t)Gy(t) = (1 —p+pt)"(L—p+pt)" = (1 —p+pt)"™"

La fonction génératrice de Z est celle d’'une variable aléatoire suivant une loi binomiale
B(n 4+ m,p). Comme la fonction génératrice caractérise la loi (question 1.(e)), Z < B(n +
m,p). On a ainsi redémontré le résultat donné dans le Chapitre 9.
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(b) Si X — P(\) et Y < P(u), alors (avec la question précédente et la question 4.(b)) :
Gz(t) = Gx(t)Gy (t) = Mt Nenlt=1) — (A1)

La fonction génératrice de Z est celle d’une variable aléatoire suivant une loi de Poisson
P(A + p). Comme la fonction génératrice caractérise la loi, Z < P(A + ). On a ainsi
redémontré le résultat donné dans le Chapitre 9.

7. (a) Ni(Q)={1}, P(N1=1)=1et E(N;) =1.
1 1 1
No(Q2) = {1,2}, P(N2 = 1) = P(PLP U1 Fy) = P(P1)P(P) + P(F1)P(F) = 3 XgtgX
1

5= 3 (par incompatibilité et mdependance des événements), P(Ny = 2) =1 — P(Ny =

1 1 1 3

1 l—-=—-et E(N2)=1x-4+2x -=_.

J=lmg =gt B0V ><2+X22

Ng(Q) = {1,2,3}, P(Ng = 1) = P(P1P2P3 UFlFQFg) = P(Ng = 3) = P(P1F2P3 U

M"“Ak\r—*

1 1 1
F1P2F3):Z,P(N;g:Q):l—P(Ng: ) P(N3—3) E(N3)21X1+2X§—|—
1
3 X —=2.
“ 1

(b) N,(2) C [1,n] car on peut faire au minimum 1 changement (en faisant que des piles par
exemple) et au maximum n changements (en alternant les piles et les faces a chaque lancer)
au cours de n lancers.

Réciproquement, si k € [1,n], alors I’événement (N,, = k) est réalisable, par exemple si on
obtient :
o Sikestpair: PiFo... Po_1FFpy1... Fy.
e Sikestimpair: PiFy... Py oF; 1PFiyq1... F,.
Donc [1,n] C N,(92).
Ainsi, Np,(Q) = [1,n].

1 n
(c) P(N, = 1) = P(P,...PyUF,...F,) = P(P\)...P(P,) + P(F)...P(F,) = (2> +
1 n 1 n—1
<2> = <2) (par incompatibilité et indépendance a la deuxieme égalité).
Pour P(N,, =n), il y a deux cas :
e Sin pair, P(Nn = n) = P(P1F2 ...P,  F,UFD... anlpn)-
e Sin impair, P(Nn == TL) == P(PlFQ e Pnngnf]_Pn @] F1P2 e Fn72Pn7]_Fn).
1 n 1 n 1 n—1
Dans 1 PN, =n) = (= Doy
ans les deux cas, P(N, = n) <2> + <2> <2>
n
8. (a) Avec le théoreme de transfert (NN, est & support fini), G, (z) = E(2¥n) = P(N, = k)z".
k=1
(b) Avecle SCE (P,—1 NPy, Fy1 NPy, P_1NF,, F,_1NF,),ona:
P(N,, = k) = P(Npn=k)NP1NP)U((N,=k)NF,_1NPEy,)
U(Np=k)N P NF)U((Np=k)NE,1 N EY))

incomp.

P(N,=k)NP,_1NP,)+P(Np=k)NEFp1 N Ey)
+P(Np=k)NP,-1NE,)+P(N,=k)NF,_1NF,)

Or, par indépendance a la deuxieme égalité :

P((Nn:k)ﬂPn_lﬂPn) - P(( )mPn 1ﬂP>
= P((Ny k)N P,_1)P(P,)
- %P((Nn_lzk)ﬁPn_l).
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De méme, on montre que :
P(N,=k)NnE,_1NP,)
P(Np,=k)NP,_1NEy)

P((Ny = k) N Fpp_y N F)

Lycée Clemenceau - Reims

1
GP(Nact =k = 1) N Fy)
1

GP(Nooi =k =1)N Poy)

%P((Nn,l — k) Fyy).

Donc :
1 1
P(Nn = k) = ip((Nn_l = k) N Pn—l) + ip((Nn_l =k— 1) N Fn—l)
1 1
+§P ((Nn—l =k— 1) N Pn—l) + §P ((Nn—l = k‘) N Fn—l) ,

Or, comme (P,_1, F},_1) est un systéme complet d’événements, on a :

1

2
1

2
1
5P (Nt

k)

et
1

1

-P ((Nn—l = k’) N Pn—l) + §P

P (N =) Ey)

—P(Npe1=k)NPy1) U((Np—1 = k)N Fm1))

1
§P(<Nn_1 =k— 1) N Pn—l) + §P((Nn_1 =k— 1) N Fn—l)

P (W1 =k = 1) N Byt U (N1 = k= 1) N Fa))

1
= §P(anl =k — 1)
1
On obtient donc bien : P(N,, = k) = ~P(N,—1 =k) + §P(Nn_1 =k—1)
Soit n > 2.
Gn(z) = P(N,, = k)z" = ip(Nn_l =k)+ iP(Nn_l =k—-1))z
k=1 k=1
1o P k
= 3 > P(Np_y =k)a" + 3 > P(Nyy=k—-1)z
k=1 k=1
1 n 1 n—1
— k _ k+1
= 3 > P(Ny-1 =k)a" + 52 PN k)x
k=1 k=0
1 n—1 1 n—1
= 5D P(Nna = k)z* + 57> PNy = k)axk
k=1 k=1
1 T 1+
= 5 n—l(x) + §Gn—1( ) = 9 Gn_l(ﬂ?),

en utilisant la question précédente a la deuxieme égalité, avec un changement de variable a
la quatrieme et en remarquant que P(N,,—; = 0) = P(N,—1 =n) =0 a la cinquiéme.

Gi(z) = i:P(Nl = k)2z* = P(N\;
k=1

Da' = .

Soit € [0,1]. On a démontré que (G, (x))n>1 est une suite géométrique de premier terme

G1(x) = x et de raison

11

® Donc on a bien Gn(z) =2 (

1+a2\" !
5 )
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(e) Soit n > 2. On sait (question 1.(c)) que E(N,) = G/(1). Or :

) B 1+ n—1 - 1 142 n—2
Gn(x)—1><< 5 +zx(n 1)><2>< 5 )

Donc :

141\ 1 [14+1\"2 —1 1
E(Nn)_1><<;> —i—lx(n—l)xzx(;) —14 2 _ntl

. . 1 .
Le nombre moyen de séries lors des n premiers lancers est donc . Notons que ceci

vaut encore pour n = 1 puisque F(Nj) = 1.
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