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Correction - AP 11
‘7 Lois de Panjer

ESSEC I 2013

1. X, est une somme de n variables de Bernoulli indépendantes et de méme parameétre p donc X,
suit la loi binomiale de parametres n et p.

2. Avec le systeme complet d’évenements (N = n),>o, les probabilités totales donnent :
+o00
rj=P(X =j) =Y P(N =n)P_p(X = j)
n=0
On remplace X par sa valeur :
+oo N +00 n
rj = PP (Z Ui = j) = PnPn=n) (Z Ui = j)
n=0 i=1 n=0 i=1
puis N est indépendantes des variables (U;) donc :
+o0 n +00
rj =Y _ paP (Z Ui = j) = P(Xn = j)pn-
n=0 i=1 n=0
3. (a) On a alors N(€2) = [0;m] donc p, = 0 pour n > m et enfin :
m
ry = anP(Xn :])
n=0
avec pour tout n € [0;m], X, < B(n,p) et n <m < j donc j ¢ X,,(2) donc :

m
rj:ZpHXOZO.
n=0

Remarque : en comprenant bien ’énoncé, on a au maximum N = m sinistres, chacun
cottant 0 ou 1 a U'entreprise donc la charge sinistrale totale ne peut excéder m, ce qui
explique le résultat obtenu.

(b) Sur le méme principe, j € X,,(£2) si et seulement si j < n, donc :

Jj—1 m
rj = anonernXP(Xn:j)
n=0 n=j

- E(()0-r]<[Ge-r)

n=j

Qo)

n=j

@ (7:) - j!(nni e n!(mmi )l i JT;L('m — )

<m> (m —j) B m! " (m —j4)! B m!
j)\n=j) jim=y!" (n=jlm—-j—-—n+j5! jln—j(m-n)
et les deux quantités sont égales.

(¢) On simplifie :

et
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(d)

On remplace dans I'expression de r; :
S m j n—j (M — J n m—n
n=3 (M- (T i,
=\ n—j
puis on sort le facteur constant p’ (7;) et on change d’indice : £ =n —j :
= (M o a-p (") ) ea
J £=0
On sort le facteur 7 et on rassemble 7 avec p :
m T - j 4 0
= (7)o X (") [0 -] @ mme
J =0
La formule du binéme de Newton donne alors :
T = ¢ et m—j m—j
S (" [a=pa] a=mm T = (0 =pl 4 =) = (1)
=0

puis comme 7; = 0 pour j > m et r; # 0 pour j € [0;m], X(Q2) = [0;m] et :
. . m . m—j
vj € ml. POC =) =r = (") om (1= m)

donc X < B(m, pm).

On reprend le résultat général de la question 2, et on remplace par les nouvelles valeurs :
Comme a la question 3.(a), P(X,, = j) = 0 lorsque j > n donc pour n < j—1. On obtient :

+oo +o0o
) A" n\ _—
o = Sart == S ()
n=j n=j ’

Ix o 1
S ST R
n=j ’

_x (Ap)! 1 [ n=j

= — - p)} :
J! 7; (n —J)!

On effectue le changement d’indice £k = n — j et on fait apparaitre une série exponentielle

qui converge donc :

+00 ; B n—j _ = M _ A1-p)
T; (n —Jj)! [A(l p)] = B

ce qui donne X (2) = N et

J J
VJ S N, P(X = j) = ’r‘j = 67>\+)\(17p) 7()\17) = 67>\p ()\p')
J: J:

donc on reconnait que X < P(\p).
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5. (a) i. Posonsu/(t) = (z—t)" = —(=1)(z—t)" et v(t) = (1—¢t)~¢ "L alors u(t) = —%
et v'(t) = (—c—n—1)(-1)(1—t)" "2 =(c+n+ I)W
u et v sont de classe € sur [0,1] comme composées de fonctions de classe €' avec
1 —t> 0 cart < 1. Donc par intégration par parties :

/xu’(t)v(t)dt — )] — /xu(t)v’(t)dt
0 0

_ [_ (z —t)nt! rJr/m (c—l—n+1)(x—t)”+1dt
(n+ D@ =)ttty Jo (1)1 —t)ctnt2
gt c—i—n—i—lj_
 on+1 n+1 b
ii. Par récurrence :
Ini. On a:
0 T —_c1T
Z<c+k_1>x’“+c(c>lo = 1+c/ (1—t)61dt:1+c{—(1_t) C}
k=0 K 0 0 ¢ o
= 1+(1—x)—6—1:$.
(I—=)

Héré. Soit n € N. Supposons que :

1 _n c+k—-1 Ky c+nI
(1—m)c_k: k I T

[en]

k=0
Comme
—1 n
c c+n c 175 . .
n—|-1< n ) - n+1n!i:0(c+"_z)_(n+1)!g(c+n_z)
- c+n\ [(c+tn+1-1
- n+1) n+1
et
—1 n
c+n+1fc+n ctn+11 7 L (c+n+1) .
n+1 (n)  on+1 n!izo(c—i—n—z)— (n+1)! g(c+])
1 n+1 1 n
= — c+7j)= ct+tn+1—1
(n+1)!j1;[1( 7 (n—i—l)!g( )
- c+n—+1
- n+1 )’
on a donc :
1 S fe+k—1\ ,  fe+n+1-1\ c+n+1
— I
(1—17)6 k—0< ]{5 >x + n+1 v te 7’L+1 ntl
K fet+k—1\ . [ctn+1
= k c In—f—l-
prd n+1
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Ccl. Par récurrence, la propriété est vraie pour tout n € N.

(b) Commencons par la gauche : ona 0 <t <z <1 donc :

—1
z—t>0 e 1—t>0 donc %ZO.
Ensuite pour la droite on écrit :
x_tgx@x_t_x(l_t)§0<:>t($_1)§0
1—t 1—2x 1—t

Or on a vu que le dénominateur est strictement positif, ¢ est positif et 0 < z < 1 donc
x — 1 < 0 et par produit et quotient on obtient bien :

t(x —1 r—t
1-—-¢ 1—1¢
et on rassemble :
x—1
0< < x.
1—¢

Ensuite, on le place a la puissance n (c’est une fonction croissante sur Ry ) :
—\"
0< (2 <a"
1—t

puis on multiplie par W >0:

(x —t)" x"
0s G- S T_pent

Enfin on sait que t < x donc 1 —¢t > 1 —x > 0 et en passant a 'inverse décroissante sur
R* puis a la puissance ¢ + 1 :

1 < 1 - 1 < 1
A—t) " 1-z  (1-b) = (I —g)tL

et en multipliant par " > 0 on obtient finalement :

0 < (x —t)" < " < "
— (1 _t)c+n+1 — (1 _t)chl — (1 _x)chl

On integre alors entre 0 et 2 (bornes dans 1’ordre croissant) et on obtient :

]ﬁ — T d
(1 x)c 1 A

et enfin :

0= b=

(¢c) i. Pour tout n € N*on a:

(c;:n> :;E(c—i—n—i): (ﬁnl_) X <ﬁ(c+n—i)>.

=0 i=0

On rassemble :

n—1 . n—1
c+n c+n—1 c
< n > H n—1 H ( * n— z>
i=0 =0
Enfin on effectue le changement d’indice £ = n — ¢ et on obtient :

() =L 5).
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ii. On considere la fonction ¢ : ¢ — In(1 +¢) — ¢ sur R4, qui est dérivable et :

iii.

iv.

1 1—1—¢ ¢
()= —— — 1= - <0
9 =1 1+t 1+t

donc g est décroissante sur Ry, et g(0) = 0 donc pour tout t € Ry :

gt) <g(0)=0&<1In(1+1¢t) <t

Par décroissance de t — —,

vVt e [k —1;k],

H—M—\
?v\*—‘

qu’on inteégre entre k — 1 et k avec des bornes croissantes :

koq 1 [k 1
/ Lat =) -k —1)>~ [ ar=2
k—1 1 k—1

et on obtient donc : )
z <In(k) —In(k —1)

On somme alors ces inégalités pour k allant de 2 a n et on obtient par télescopage :

Z < Z (In(k —1) ) =1In(n) —In(1) = In(n)

k=2

. . _ . 1_ 1.
puis on ajoute le terme pour k =1, qui vaut { =1 :

On calcule :
M[Cj:ﬁ]:hlh1<l+2) :Z;m<1+2)

c
On applique ensuite le (i) a t = 7 bour k allant de 1 & n et on somme les inégalités :

m[CH”v] }:m(r+ ) < }:k

Enfin on applique le (iii) :

c+n
In [( )} <c
n
On compose par l'exponentielle, comme ’exponentielle est croissante on obtient un
encadrement qu’on multiplie par 2”1 >0 :

0< [(c + n)] 2+l < eelln(m) pntl

< ¢(1+1n(n))

??'M—‘

n

On cherche la limite du membre de droite en +o0o en ’écrivant sous une seule exponen-
tielle : o "
In(xz In(n c
6c(l—l—ln(n))xn—i-l _ e(n—i-l) In(z)+cln(n)+c _ en(ln($)+T+CT+;)

In
Or par croissances Comparees ( ) — 0.
T pno+too
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Donc <ln(aﬁ) 4 o) c% + %) —— In(x) < 0 (car z < 1) ce qui donne :

n

n——+00
| |
lim n <ln(l‘) + n(x) +c n(n) + C> =—00 et lim ecHnm)gntl — g,
n—-+00 n n n n—-400

Enfin par encadrement on en déduit que

lim {(c—l—n)} " =0.
n—+4o0o n

(d) On reprend l'encadrement de I, obtenu précédemment :
xn+1

<L <—
0 - —'(1 A,x)c+1

et on le multiplie par c(czn) >0:

c+n c c+n\ i1
o= )= < ()

On vient de voir que le membre de droite converge vers 0 car

lim c<c+n>ln = 0.

n—-+4oo n

c
m est une constante,
donc par encadrement :

On en déduit que

zn: c+k—-1 ok 1 . c+n I 1
k (1 —ax)c n " notoo (1 —x)°

k=0

x" converge et sa somme vaut :

k=0

donc la série de terme général (CJFQA) k

6. Les pg sont tous positifs, vérifions que leur somme vaut 1 :

= _+Oo r+k—1 ko r+oo r+k—1 ko 1 B
]gopk—z< . )(1—p)p—p2( L >(1—p) =V !

k=0 k=0
avec la formule précédente appliquée pour ¢ = r, qui est bien strictement positif.

Donc la suite (pg) définit bien une loi de probabilité discrete.

7. Si Y est une variable aléatoire suivant la loi binomiale négative de parametre 1 et p, alors

(Y +1)(Q) =N*et:

1+(k-1)—-1 _ _
h> 1, P(Y+1—k>—P<Y—k—1>—pk1—( e )<1—p>k = (1 - p)p.
donc on reconnait que Y — G(p).

8. (a) On simplifie : pour k > 2,
k-1
r+k—1 k _

"j°
— (k_l)!H(r+k—1—z’)><[r+k—1—(k—1)]
=0

B r+k—1
=l Ly )

et pour k = 1, on le vérifie sans probleme également.
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(b)

On considere alors la série suivante, dont le premier terme est nul donc on le retire :

+0o0 +oo
_ k r 7'+k'—1 . r 7“+/€—1 _ k
;}k(l p)p< . >—rp ;< Lo )a-p)

On effectue le changement d’indice &’ = k — 1 pour se ramener au binéme négatif :

gk(l—p)kpr<T+:_l) = rp’"io(rzk)(l—p)k“

k=0
+o0
= wa-pX (T e
k=0

et d’apres la formule du binéme négatif, cette série a termes positifs converge donc converge
absolument, et Z admet une espérance qui vaut :
1 r(1—p)
E(Z) =rp"(1—p) X = :
[1-(@1-p]*! p
Par théoreme de transfert, sous réserve de convergence (on enléeve les deux premiers termes
nuls),

400 oo
B2z -v) =L re-na-p'y () = a-na-pt (T,
k=2 2

On effectue le changement d’indice ¥’ = k — 1, on obtient :

400 +o0
B(Z(Z-1) =p'r ) k1= p S TR i G|

k=1
On réutilise le 8.(a) :

B(Z(Z-1))=prr+)1-p) Y A-p*( "
k=1

= <(r+1)+k—1>_

On change & nouveau d’indice :

+00
Pzz 1) = v -p 3t (CTD 4
k=0
+o0
SRRV SR AR
k=0

Par formule du bindéme négatif, cette série a termes positifs converge absolument donc
Z(Z — 1) admet une espérance et :

1 r(r+1)(1 — p)?
2
E(Z(Z-1))=r(r+1)p"(1 —p)* x Il P2 '
Par suite la linéarité de I’espérance assure que Z? admet une espérance et Z admet donc
une variance, et la formule de Koenig-Huygens donne :

V(Z) = E(Z*) - (BE(2))* = E(Z° - Z + Z) - (E(2))* = E(Z(Z - 1)) + E(Z) - (E(Z))*.
Soit :

r(r+1)(1—p)®  rp(l— r2(1 — p)2
V(z) = (+1))§ p) +p(p2 p) (p2p)
_ rA=p)[r+1)A-p) +p—r(1—p)]
p2
_r@=p[A=plr+1—r]+p] r(d-p[1-p) +p r1-p)
B p? B P o2
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k
b
9. (a) Montrons par récurrence sur k > 1, on a py = po H (a + )
i

Ini.

k
b
Ccl. Par récurrence, Vk > 1, pr = po H (a + )

=1
1
o |1 (a + %) = po(a + b) = p1 d’apres la relation de récurrence, et la propriété est

i=1
vraie pour k = 1.

k
b
On suppose qu’il existe k > 1 tel que pr = pg H (a + ) alors :
i

i=1
k k+1
b b b b
Pk+1 = <a—|— 1l 1>pk =Dpo (a—i— k—|—1> i|:|1 <G+ z> =DPo ,-|:|1 <a—|— 7,>

et la propriété est vraie au rang n + 1.

. )
=1

(b) Puisque a = 0, on obtient :

kb %
Vk > 1, pi =poH <Z> =DPogy
i=1 )

qu’on vérifie facilement pour £ = 0 également, et comme la somme des probabilités doit
valoir 1 on a :

+oo bk
wd = =1
k=0

donc py = e’ et enfin :

N(Q)=N et VkeN, P(N=Fk)=e "=

donc on reconnait bien : N < P(b).

()

i.

Supposons que tous les p; sont strictement positifs. Alors on a :

b
vkeN, P o412 >
Pk—-1 k

b
Or z k—> 0 donc on obtient par passage a la limite a > 0 qui est absurde.
——+o00

On en déduit qu’il existe £ € N tel que :

V4
b
p€:p0H<a+i> =0.

i=1
Ce produit est nul donc I'un au moins de ses facteurs est nul. Montrons que ce n’est
pas pg, par I’absurde :
Si pg = 0, alors pour tout & € N, p, = 0 donc la somme des probabilités ne vaut pas 1,
c’est absurde.
Donc il existe un (unique, car les facteurs sont tous distincts) ig > 1 tel que

b
a+— = 0.
%0
et on obtient :
Yk < i, pk%o et Vk>1ig, pr=0
b
selon que le facteur a + — soit ou non dans le produit.

]
Enfin en posant r =45 — 1 > 0, il existe bien un unique r > 0 tel que :

VeE<r, pp#0 e Vk>r, pr=0
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ii. On a vu que r =49 — 1 donc ig = r + 1 et de plus :

b
+* 0&
T r+1 r+1

et enfin on obtient bien : b = —a(r + 1).
iii. On a alors pour tout k € [0;7],

i b r+1 k z—r—l
— 2\ = 1— — k S
Pk pgilzll <a+ z) Do | |a< : > Doa | |

=1

k

Lk k
_ poa poa po(—a) 7!
= = il;[l(z—r—l) E[r—i—l—z 1 X(r—k)!

= po(—a)* (Z)

On a N(§2) = [0;7] et on obtient la valeur de pp en sommant pour k allant de 0 a r, ce
qui doit donner 1 :

Po Z(—a)k x 177k (2) =po(l—a) =1
k=0

1
1—ay

iv. On en déduit ensuite que pour tout k on a :

(—a)fx 1R e —a \" 1\
P = (1—a) k) \k)\1-a 1-a
donc on reconnait que :
N —B <r, —a >
1—-a

Enfin, on exprime r en fonction de a et b :

donc py =

b b b
b:—a(r+1)<:>r+1:—f<:>r:—f—1:a+
a a —a

et enﬁnN(—>B<a+b, —4 >
—a 1l—a

(d) i. On a obtenu précédemment que : pour tout k € N*

i b bbtai pop b Po w1y (b
e pﬂ(“z‘):mn z' ZMH[“(@”H:M <+>
=l Toiml

i=1 i=1

b
240 b
Comme le résultat a trouver avec <“ ;: ) donne un produit de la forme < + k- ’L)
a

on va poser pour le faire apparaitre :
i=k—iei=k—i

et on obtient bien :
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ii. Comme la somme des termes doit faire 1, la formule du binéme négatif donne :
+oo b
AN 1
pokzoa <ak >_p0><2+1.

b
puis en posant r=—+1letp=1—aon a:
a

NQ)=N et VkeN, P(N=k) = (”:_1)(1—19)%?

donc N suit la loi binomiale négative de parametres r et p donc de parametres r = g—i— 1
etp=1-—a.

10. On teste les formules dans les 3 cas :

e Sia=0, N P(b) donc N admet une espérance et une variance et E(N) =V (N) =b ce
qui correspond bien puisque :

0+b 0+b
71_0—13 et 7(1_0)2—b

e Sia<0, N—B <‘%‘;’, %) donc NV admet une espérance et une variance et :

E(N):a+bx —a a+b

—a l—-a 1-—a

V(N) =

a+b —a —a (a+b)(1—a+a) a+b
(o) e

—a 1—a 1—a

e Si a > 0, N suit une loi binomiale négative de parametres r = ¢ +1 et p = 1 — a donc
admet une espérance et une variance et :

b a a b a a
B(N) = (a1+—103 - 1j2 et VIN)= ((?J—ri)ﬁ T _+ab)2

et le résultat est bien valable dans les trois cas.

11. Pour tout n € N,

P(X,=0)=P (ﬁ[Uk :o])

k=1

et par indépendance des variables (Uy) on obtient :

car les (Uy) suivent toutes la méme loi.

On en déduit que :

+o0 T
ro=Y paP(Xn=0)=> palg)"
n=0 n=0

12. Soit j € N*.

10
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(a) Sachant que (X, = j), X, est certaine égale a j donc :

Eix,—j(Xn) = j

De plus par linéarité de ’espérance on obtient alors :

Y Bixu=p(Us) = j

k=1

Or les variables Uy, suivent toutes la méme loi et "rentrent en compte de maniere symétrique
dans X,,” donc les lois conditionnelles des Uy (pour k allant de 1 & n uniquement!) sachant
X, = j sont les mémes, et on obtient :

nEx,—j(Ux) = j & Ex,—j(U1) = =
(b) On sait que :
+oo
r; = anP(Xn :])
n=0

avec P(Xo = j) = 0 car Xy est certaine égale a 0 puis comme N suit la loi de Panjer de

parametre a et b on a :
+o0 b
rj = E 1pn_1 (a—i— n> P(X, =)
n=

On calcule alors

b b b j b
Eix,=j) (a + jU1> =a+ ;E(Xn:j)(Ul) satoxo=ato

S|

et on peut donc remplacer :

+0o0

b .

Tj = an_lE(Xn:]) (a + le) P(Xn = j)
n=1

(c) Par théoréme de transfert on a :

+oo

b b .
E(x,=j) (“ + jU1> = <a + ;) Pix,=j) (U1 =1)

=0

Or X, est la somme des U; donc est supérieure ou égale a Uy : pour ¢ > j, on a donc
Px,—;) (U1 = i) = 0 donc :

b J bi
E(x,=j) <a+ le> => <a 5 > Pix,=p(Ur = 1)
i=0
On multiplie par P(X,, = j) qu’on rentre dans la somme et on reconnait :
b -]
Btees (04 20) P0G =) = 3 (a4 20) Py @ = 0P80 = )

=0

i(w ") Pl =)0 (X, =),

=0

11
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n
Or X, =U1+ >, Uy =U; +Y,, ouY, suit la méme loi que X,,_; et est indépendante de
U; donc : ;

Fisuen (4 201) P = =i(a+ ") Pl =00 (=g -0)

1=

puis par indépendance :

b / ' . o
ERY (R RS oY (R P

=0

et enfin puisque Y, a la méme loi que X,,_1 :

b J :
Eix,=j) <a + - U1> X =1]) Z <<l+ > (U =) P(Xn-1=7j —1).

(d) On reprend le calcul de r; :

b )
rj = an 1Ex,=j <a+ U1> P(Xn =j)

n=1

too J bi
= an—l Z (CL + ]) P(U; =1) Pl"(Xn—l =J- 7‘)]
n=1 1=0

On échange 'ordre des sommes :

J =
:Z< ) U= i)Y puct P(Xor = i — i)

n=1

On reconnait alors P(U; = i) = g¢;, et dans la somme sur n on change d’indice avec

ZL:<6L+ '>q12pn Xn=j—1)

Enfin on reconnait dans cette derniere somme la valeur de P(X = j —i) = r;_; et on

obtient :
J
z( )q y

n=n-1:

On sépare alors le terme ¢ =0 :
J

bi : ;
Tj:z<a+j>%rj Z—l—aqor]<:>rj 1—&(]0 Z(a+ >erjz

=1 i=1

r; = a+ — | qrj—i|.
7 1 —ag \ & 5 ) diri

Cette formule permet de calculer récursivement les nombres r; et ainsi de déterminer la loi
de X.

et enfin :

12
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13.

(a) i

ii.

On en déduit que g¢; = 0 pour ¢ > 2, g1 = P(U, =1) =pet gqo =1 — p ce qui donne :

1 +b P +b
rj=——m——\a+-=|prisi=—"—\a+ - | 1j-1.
7 1 —a(l—p) J Pri—1 1—a+ap i)t

On reconnait la relation de récurrence qui définit les lois de Panjer, donc X suit une
loi de Panjer de parametres a’ et b’ tels que :

b
a/:L et b/:7p
l1—a+ap l1—a+ap
On prouve en partant de a < 1 que 0 < S <1:
l—a+ap

a<l = a(l-p)<l—-p=-a(l—p)>p-—1
p

= l1l—-a(l—-p)=l—-a+ap>p>0=0<———<1
l—a+ap
puiSL<a<1sia>0,etL<OSia<0donconabienprouvé
l1—a—+ap l1—a+ap
que @’ < 1. D’autre part on a :
b
AV Gl k) SV
l—a+ap l—a+ap

est bien strictement positif comme produit de deux facteurs strictement positifs.

A la question 3, N suivait une loi binomiale de parametres m et 7 donc une loi Panjer
de parametres a et b tels que :

a+b —a
=m et =T
—a 1—a
La deuxieme équation donne facilement :
s
a =
Tm—1
puis :
1
b——am—a——a(m—i—l)—ﬂ(;n—ﬂ
-7

On en déduit que X suit la loi de Panjer de parametres a et b tels que :

r_ ap _ p _ p __ ™
1—a(l-p) (W—l)(l—ﬁ(l—p)) Tm—1—7m4+mp 7wp—1

a

(qui est bien strictement négatif donc X suit une loi binomiale) et

/
b
xa 7wp—1

D’ou X suit la loi binomiale de parameétres :

b/
!/
m :—g—lz—(—m—l)—lzm
et p
p_ =0 Tmp _ mlmp 1)
TTIod T mEm T (I—ap)(-1) T
Tp—1 p

et on retrouve bien le résultat de la question 3.

Pour la question 4, on avait supposé N < P(\) = P (0, \).

Donc X suit la loi de Panjer de parametres a’ = 0 et b/ = \p, c’est-a-dire la loi de
Poisson de parametre Ap, et on retrouve bien le résultat de la question 4).

13
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(b)

i.

ii.

iii.

v.

. p Lo .
La série ; - converge par théoréme de comparaison.
7’_

En effet, elle est a termes positifs et pour tout i > 1, on a %Z < p' avec ; p! une série
>

géométrique convergente, car [p| < 1.

Cette série étant a termes strictement positifs, elle converge vers un réel £ > 0, et pour

/7 . v /7 ’ .
tout a réel, la série ) af- converge également, et vérifie :
i>1

+oo i 1

i=1
Il existe donc une unique valeur réelle pour « telle que cette série converge vers 1.
On applique le résultat de la question 13 : pour tout j > 1, et avec a = gy = 0 cela

donne : ‘
L bi
rj = Z —qiTj—i-
=1/
On peut a présent remplacer g; par a%z et sortir les constantes de la somme :
ba ] 7 ba i
=2 ) e = 5 ) P
J = J =

Pour faire apparaitre la somme donnant 7;_1, on applique un changement d’indice qui

transformera j —ien j —1—14, donc —i = —1—4 et enfins =7 —1:
i—1 Jj—1
ba % , ba -
3= mef’j—(iﬂ) = =P PTG-1)-i
J =0 J =0

Il reste & sortir le terme pour j = 0, qui vaut porj,l =r;_1 donc :

Enfin cette somme vaut :

ce qui donne :

bo j— 1 bo j— 1 bo —
B ) (B3 o (520

J J
et enfin :
( p(ba — 1))
ry=1\P ; Tj—1
J
Pour finir on a pour j =1 :
1
ba i p(ba — 1)
7“121; r1i:baproz(p+pba—p)ro:<p—|—1 7o
1=

et la formule est également vraie pour j = 1.
On reconnait alors une loi de Panjer de parametres a’ =p > 0 et b’ = p(ba — 1).
Comme a’ > 0, c’est donc une loi binomiale négative de parametres :

/

r:—l—i—lzba—l—i—l:ba et p=1-d =1-p
a

donc :
X — B(ba,1—p).
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