ECG2 - Mathématiques appliquées Lycée Clemenceau - Reims

Correction - AP 13
‘7 Applications linéaires
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Exercice 4
1. = : Supposons que g o f = 0. Montrons que Im(f) C Ker(g).

Soit y € Im(f). Il existe x € F tel que y = f(z).
On a alors : g(y) = g(f(z)) = go f(x) =0 donc y € Ker(g).
On a donc Im(f) C Ker(g).

< : Supposons que Im(f) C Ker(g). Montrons que go f = 0.
Soit x € E. Alors f(z) € Im(f). Comme Im(f) C Ker(g), (go f)(z) =g(f(x)) =0.
Ainsi, pour tout € E, (go f)(x) =0 donc go f =0.

On a donc montré que go f =0 < Im(f) C Ker(g).

2. = : Supposons que Ker(go f) = Ker(f). Montrons que I'm(f) N Ker(g) = {0}.

0 € Im(f) et 0 € Ker(g) car ce sont des sous-espaces vectoriels de E donc 0 € Im(f) N Ker(g).
Ainsi {0} C Im(f) N Ker(g).

Soit y € Im(f) N Ker(g). Comme y € Im(f), il existe z € E tel que y = f(x). Comme

y € Ker(g), gly) = 0. Alors go f(x) = g(f(x)) = g(y) = 0 donc x € Ker(go f) = Ker(f).
Donc y = f(x) = 0. Ainsi, Im(f) N Ker(g) C {0}.

On a donc Im(f) N Ker(g) = {0}.

< : Supposons que Im(f) N Ker(g) = {0}. Montrons que Ker(go f) = Ker(f).

Soit x € Ker(f). Alors f(x) = 0. Comme g est linéaire, (g o f)(z) = g(f(z)) = g(0) = 0. Donc
x € Ker(go f) et Ker(f) C Ker(go f).

Soit x € Ker(go f). Alors (go f)(x) = g(f(x)) = 0 donc f(x) € Ker(g). Comme f(x) € Im(f),
f(z) € Ker(g) N Im(f) ={0}. Donc f(x) =0 et x € Ker(f). Ainsi, Ker(go f) C Ker(f).

Finalement, Ker(go f) = Ker(f).

On a donc montré que Ker(go f) = Ker(f) < Im(f)N Ker(g) = {0}.
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Exercice 5
1. (a) Soit ¢ € N.

Soit x € Ker(f*). Alors fi(x) = 0. En composant par f qui est une application linéaire,

F7#1(2) = £(f () = (0) = 0. Done z € Ker(f*).

(b) Méthode 1 : (par récurrence)

Notons P(i) la propriété : " Ker(f*) = Ker(f*+1)”.

Ini.

Par hypothese, Ker(f") = Ker(f™*!) donc P(r) est vraie.

Héré. Soit i > r. Supposons que P(i) est vraie.

Ccl.

On sait déja que Ker(fi™1) C Ker(f*?) avec la question 1.(a).

Soit x € Ker(fi?). Donc fi*2(z) = 0. Comme fi*2(z) = fi*(f(z)) = 0, f(x) €
Ker(fi™) = Ker(f') par hypothése de récurrence. Donc fi*l(z) = fi(f(z)) = 0.
Ainsi, z € Ker(fi*!).

On a donc Ker(f*!) = Ker(fi2) et P(i + 1) est vraie.

Par le principe de récurrence, pour tout i > 7, Ker(f?) = Ker(fi*!).

Méthode 2 : (sans récurrence)

Soit 4 > r. On sais déja que Ker(f!) C Ker(f™!) avec la question 1.(a).

Soit x € Ker(f*!). Alors fi*1(z) = 0 donc f**1(fi""(z)) = 0 et f"(x) € Ker(f ).
Comme Ker(f 1) c Ker(f"), f"(x) € Ker(f") et donc fi(z) = f7(f*"(x) = 0. Ainsi
x € Ker(f*) et on a bien démontré que Ker(f+!) C Ker(f?).

Finalement Ker(f*) = Ker(f*1), et ceci pour tout i > r.

i.

ii.

iii.

ii.

D’apres la question 1.(a), Ker(f?) c Ker(f*+!). Donc dim(Ker(f")) < dim(Ker(fi*1)),
c’est-a~dire d; < d;;1. La suite (d;);en est donc croissante.
Par ’absurde, supposons que : Vi € [0,n], d; # dit1-
La suite (d;);en étant croissante, on en déduit que pour tout i € [0,n], d; < diy1.
Comme (d;) est une famille strictement croissante d’entiers positifs, d; > .
En particulier, d,4+1 > n + 1.
Or par définition, Ker(f"*!) C E donc d,, 11 = dim(Ker(f**')) <n. On a donc une
contradiction.
Donc il existe bien r € [0, n] tel que d, = dy41.
D’apres la question 1.(a), Ker(f") C Ker(f™!). D’aprés la question précédente,
dr = dim(Ker(f")) = dy11 = dim(Ker(f™*')). Donc Ker(f") = Ker(f ).
Avec la question 1.(b), on en déduit que pour tout i > r, Ker(f') = Ker(f'™!) donc
d; = dim(Ker(f")) = dim(Ker(fit1)) = di11.
La suite (d;) est donc stationnaire.
Soit j € N.
Soit y € Im(f7*1). 1l existe donc € E tel que y = fi+1(x). Alors y = f/(f(x)) donc
y € Im(f).
On a donc bien que : Vj € N, Im(f7*!) ¢ Im(f7).
Méthode 1 : (par récurrence)
Notons P(5) la propriété : " Im(f7) = Im(fi+1)”.
Ini. Par hypothese, Im(f*) = Im(f**1) donc P(s) est vraie.

Héré. Soit j > s. Supposons que P(j) est vraie.

On sait déja que Im(f7+2) C Im(f7*!) avec la question 2.(a).

Soit y € Im(f7*!). 1l existe donc = € E tel que y = f7*1(x). Donc y = f(f/(x)).
Or fi(x) € Im(f7) = Im(f7*') par hypothese de récurrence. Donc il existe z € E
tel que fi(z) = 771(). Onmaalors y = f(f(x) = F(F7 (=) = fI72(s) €
Im(f772). Ainsi, y € Im(f712).

On a donc Im(fi+Y) = Im(f712) et P(j + 1) est vraie.

Ccl. Par le principe de récurrence, pour tout j > s, Im(f7) = Im(f7+1).

Méthode 2 : (sans récurrence)
Soit j > s. On sais déja que Im(f7*1) C Im(f?) avec la question 2.(a).
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Soit y € Im(f7). 1l existe donc # € E tel que y = fI(x). Alors y = fI=3(f%(z))
et f5(z) € Im(f%). Comme Im(f%) = Im(f5t1), f5(x) € Im(f**!) et donc il existe
2 € B tel que f(x) = f*1(2). On aalors y = f1-(f*(x)) = f-2(f*+(2)) = 77 (2)
donc y € Im(f7*1). On a donc montré que Im(f7) C Im(fi+1).
Finalement, I'm(f7) = Im(f7*1), et ceci pour tout j > s.

i. D’apres la question 2.(a), Im(f71) C Im(f7). Donc dim(Im(f7+1)) < dim(Im(f7)),
c’est-a-dire m;1 < mj. La suite (m;);en est donc décroissante.

ii. En appliquant le théoréeme du rang a f" € Z(F), on obtient :

dim(E) = dim(Ker(f")) + dim(Im(f")).

Donc n =d, + m,.
De la méme facon, en appliquant le théoréme du rang a f7+! € Z(F), on obtient :

dim(E) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f™)).

Donc n = dy41 + my41.
Comme d, = dpg1, mp =N —dp =0 — dpy1 = Mpy1.

iii. D’apres la question 2.(a), Im(f™') C Im(f"). Or avec la question précédente,
dim(Im(f 1)) = my11 = m, = dim(Im(f7)). Donc Im(f™+') = Im(f").
Avec la question 2.(b), on en déduit que pour tout j > r, Im(f/*!) = Im(f7) donc
mys1 = dim(Im(f7*1)) = dim(Im(f9)) = m;.

La suite (m;);en est donc stationnaire.

Exercice 6

1.

2.

(a)

(a)

Soit f un endomorphisme nilpotent. Il existe donc k > 1 tel que f*~1 £ 0 et f* =0.

Supposons par ’absurde que f est bijectif. Donc f admet une bijection réciproque f~! (qui
est linéaire). En composant la relation f* =0 par £, on a :

floff=f"100 donc fFl=o.

Ceci contredit le fait que f¥~1 £ 0. Donc f n’est pas bijectif.

Comme f est un endomorphisme de R®, f est bijective si et seulement si f est injec-
tive. Donc, d’apres la question précédente, f n’est pas injective et Ker(f) # {0}. Donc
dim(Ker(f)) > 1.

Supposons que Ker(f) = Ker(f?). D’apres 'exercice précédent, pour tout i > 1, Ker(f?) =
Ker(f). Donc, avec i = k, Ker(f) = Ker(f*) = Ker(0) = E. Comme Ker(f) =FE, f =0
donc f est d’indice de nilpotence k < 1. Contradiction avec ’hypothese k& > 3.

Supposons que Ker(f?) = Ker(f3). D’aprés Iexercice précédent, pour tout i > 2,
Ker(f') = Ker(f?). Donc, avec i = k, Ker(f?) = Ker(f*) = Ker(0) = E. Comme
Ker(f?) = E, f2 = 0 donc f? est d’indice de nilpotence k < 2. Contradiction avec
I’hypothese k£ > 3.

Avec la question 1.(b), dim(Ker(f)) > 1.

Avec la question 1.(c) et en utilisant I'exercice précédent, on a :
1 < dim(Ker(f)) < dim(Ker(f?)) < dim(Ker(f3)).

Donc dim(Ker(f3)) > 3. Comme Ker(f?) est un sous-espace vectoriel de R, Ker(f3) =
R3 et f3 = 0.
Donc k£ = 3 ce qui contredit I’hypothese k£ > 3. Donc k < 3.

Comme f2 # 0, il existe z € R? tel que f?(x) # 0, c’est-a-dire = ¢ Ker(f?).
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(b)

On a déja Card(%B) = 3 = dim(R3).

Montrons que % est une famille libre. Soit a,b, c € R tels que az + bf(x) + cf%(z) = 0.
En composant par f qui est linéaire, on a : af(x) + bf?(x) + cf3(x) = 0. Or f3 =0 donc
on obtient : af(x) +bf?(x) = 0.

En composant une nouvelle fois par f, on a: af?(x)+bf3(x) = 0 et de méme en simplifiant,
af?(z) =0

Or f?(x) # 0, donc af?(z) = 0 = a = 0. Donc af(x) + bf?(x) = 0 donne bf?(x) = 0 =
b= 0. Donc ax + bf(z) + cf*(x) = 0 donne cf?(z) = 0= c= 0.

Donc % est une famille libre. C’est donc une base de R3.

1
0
Im(f?) = Vect(f*(z), f*(f(= )),
Vect(f%(z)). Donc dim(Im(f?)) =
Im(f) = Vect(f (=), f(f(2)), f(f*(x )) Vect( (z), f2(2), f2(2)) = Vect(f(x), f*(2),0) =
Vect(f(x), f2(z)). Donc dim(Im(f)) =
Avec le théoreme du rang appliqué a f € Z(E), dim(R3) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f))
donc dim(Ker(f)) =3 —2=1. On a donc dim(Im(f?)) = dim(Ker(f)).
Or f3 =0 donc fo f?2 = 0. D’apres l'exercice 1 (question 1 avec g = f et f = f2), on a
Im(f?) C Ker(f).
Comme dim(Im(f?)) = dim(Ker(f)) et Im(f?) C Ker(f). Finalement, Im(f?) =
Ker(f).

000
On obtient sans calcul N = 0 0].
10

( 2(2))) = Vect(f*(2), f*(2), f1(2)) = Vect(f*(2),0,0) =




