ECG2 - Mathématiques appliquées Lycée Clemenceau - Reims

Correction - AP 14
T Variables aléatoires a densité

Exercice 1 (ECRICOME 2007)
1. La densité d’une variable aléatoire X suivant une exponentielle de parametre A = 1 est :

() = et sizx >0,
I =10 siz<o.

De plus,ona: E(X)=1et V(X)=1.
2. (a) f est continue sur R sauf peut-étre en 0. f est positive. Enfin,

/+O° fz)dw = /0 Oda + /;Oo ze dr =0+ E(X) = 1.

—00 —00

Donc f est une densité.

+oo
(b) E(T) existe si / xf(x)dz converge. Or :
+oo 0 +0oo
/ xf(x)dx = / Odz + / i dr = B(X?),
oo —o0 0

et X admet un moment d’ordre 2. Donc T" admet une espérance.

De plus, V(X) = E(X?) — (E(X))? donc E(X?) =V(X)+ (E(X))?=1+12=2.

Ainsi, E(T) existe et est égale a 2. Le temps moyen d’attente de passage en caisse est donc
de deux unités de temps.

3. (a) Par définition de la fonction de répartition, Fr(z) = / f(t)dt. Alors :

e Six <0,
X xX
Fr(z) = / F(t)dt = FPr(x) = / 0dt = 0.
—00 —00
e Siz > 0, en effectuant une intégration par parties,

Pr(z) = /_OO f(t)dt:/_io()dtJr/xte_tdt: [t(—e_t)}g—/ox(—e_t)dt

0
x
= —ze ¥4+0+ / e tdt = —xe ™ + [—e_t]g = —ge " —e " 4 ¢
0
= 1—(x+1)e "

. 0 six <0,
Ainsi, Fr(z) = { l—(z+1)e™ siz>0
(b) On cherche Pip>1)(T < 2). On a (en utilisant que T' est a densité a la deuxieme et a la

troisieme égalité) :

Pasy(@<2) = PE2V0T<2) PAsT<2  Fr2)— Fr(l)

P(T>1) 1-P(T<1) 1— Fr(1)
(1-3¢?)—(1-2¢") 2t —3e2 2'-3
1—(1—2e1) 2t 2l T

4. (a) Le client C pourra passer en caisse dés que le plus rapide de A ou B aura fini. En d’autres
termes, le temps d’attente de C sera égal au minimum du temps de passage de A et de B.
Donc M = min (T4, Tp).
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(b) Six <0, Fpp(z) = P(M < x) = P(min (T4, Tg) < x) = 0 car les temps de passage de A et
B ne peuvent pas étre négatif. Pour tout réel z > 0, on a :
Fy(z) = PM<z)=1-P(M >zx)
= 1—P(min (T4, TB) > x)
= 1—-P(Ta>z)N (T > x))
= 1—P(Ty>z)x P(Tp >x) (T4 et Tp sont indépendantes)
= 1= (1- Fa(@)) x (1 - Fa(x))
= l—(z4+1)e*x(x+1)e”
= 1-(1+ax)%e?.
0 six <0,
1—(1+z)2e 2 siz>0.

(c) La fonction de répartition Fy; de M est continue sur R et de classe C! sauf peut-étre en 0

On a donc Fy(x) = {

car :
e Sur | —oc,0[, Fas(z) =0 qui est C*.
e Sur |0, +oo[, Far(x) = 1—(142)%e~2% qui est C'! comme somme et produit de fonctions
de classe C*.
o lim Fy(z)= lim 0=0= Fy(0)
z—0~ z—0~
lim Fy(z) = lim (1 —(1+2)%e ) =1-1=0= Fy(0)
z—07t z—0~
Donc F)s est continue en 0.
On peut donc affirmer que M est une variable & densité.

Pour obtenir la densité fy; de M, il suffit de dériver Fj; ou elle est dérivable et de
”compléter” ou elle n’est pas dérivable. On obtient apres calculs :

Fuale) = 0 sixz <0
MT) = 22(1+x)e™ siz >0

On a complété en 0 en posant fys(0) = 0.

Exercice 2 (EDHEC 2016)
1. Le cours donne ces fonctions de répartition :

2.

0 siz < —3 0 siz < —1
Fy(x) = “”T‘*'S si —3<z<1 et Fy(x)= xTH si —1<2<3
1 six>1 1 siz >3

(a) On applique les probabilités totales avec le systéme complet annoncé et on obtient : Va € R,

(X <z) = [(X<o)n(Z=DJU[X <z)n(Z = -1)]
= [U<z)n(Z=D]U[(V<z)n(Z=-1)]

et par incompatibilité de la réunion et indépendance de U et Z d’une part, de V et Z
d’autre part :

Ve eR, Fx(x)=P(Z=1)P\U <z)+ P(Z=-1)P(V <z)=pFy(z)+ (1 — p)Fy(x).

(b) Selon la valeur de Z, X est égal & U donc prend ses valeurs dans [—3; 1], ou a V donc prend
ses valeurs dans [—1;3]. On en déduit que X prend ses valeurs dans la réunion de ces deux

ensembles donc
Z(Q) =1[-3;3].

On en déduit que Fx(x) est nul pour x < —3 et vaut 1 pour x > 3, puis on traite chaque
intervalle demandé :
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e si—3<z<—1, Fy(z) = 22 et Fy(z) =0 donc

T+ 3
Fx(z)=0p T

o si—1<z<1, Fy(z) =2 et Fyy(z) = Z! donc

T+ 3 r+1
Fx(z)=p 1 +(1-p) Y

e sil<z<3, Fy(z) =1et Fy(z) = £H donc

Fx(@)=p+(1-p) "5
(¢c) En dérivant Fx sauf en —3, —1, 1 et 3, valeurs arbitraires, une densité de X est alors
donnée par :
0 six < —3
p/4 si —3<z< -1
fx(x) = 1/4 si —1<z<1
(1-p)/4 sil<z<3
0 six >3

(d) On considére I'intégrale, qu’on décompose par relation de Chasles et linéarité :

o0 -3 p —1 1 1 1_p 3 o0
/ xfx(x)dx:/ de+/ xda:+/ xd:z:+/:1:dx+/ 0 dx
—o0 —00 4 -3 4 -1 4 1 3

Les deux intégrales de la fonction nulle convergent absolument et valent 0, les autres
intégrales ne sont pas généralisées donc convergent absolument. Finalement X admet une
espérance et

271 271 273
1 1—

4 S N BRI O
_op 1-9 1 _1-1 1-p 9-1
I R A E R S R

—8p +8(1 —p)

= ——— <2 =1-2p.
8
Pour les mémes raisons conjuguées au théoreme de transfert, X admet un moment d’ordre
deux et donc une variance, puis

-1 1 3

1 1-

B(X? = Z/ xQd:c+4/ a:Qd:z:—i—le/ 2% da
-3 -1 1

2170 1723 1—p |23 3
M *4[3} T M
-3 -1 1
1427 1 141 1-p 27-1
Xy Ty T3 Ty XT3

6p+2+26(1—p) 28 7

12 T 12 3

O S I

Enfin par formule de Koenig-Huygens on obtient :

V(X) = g (11— 2p)2.

3. (a) Z prend les valeurs 1 et —1, on fait deux cas :
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esiZ=1alors X =Ucetona:

1+Z 1-Z 1+1 1-1
= = :X
U 5 +V 5 U 5 +V 5 U

e siZ=—1,alors X =V et on a:

1+Z 1-Z7 1-1 1+1
U2+V2—U2+V2—

donc dans tous les cas on a bien :

1+Z 1-Z7
X = v .
u 2 + 2

La linéarité de I'espérance d’une part et I'indépendance de U,V et Z qui donne par lemme

des coalitions celle de U et % d’une part, et de V et % d’autre part, X admet bien une
espérance et :
1+ E(Z 1-FE(Z
B(x) = 5@) T PE gy = EE)

Or le cours pour les deux premieres et un calcul immédiate pour la troisieme donnent

donc 5 9 o
E(X):—?p+ 5 P pr1-p=1-2

qui confirme bien le résultat de 2d.

On calcule X2 en fonction de U, V et Z et leurs carrés :

1+2Z 1—2\? 1+ 2)2 1— 2)2 1+2)(1 -2
X? = (U +2 +V— > _ 2! +4 e A I L( )
1+ 2722427 14+22-27 1— 272
= UQ%—FVz ki 1 +UV—

Or on remarque que Z2 = 1 puisque Z ne prend que les valeurs —1 et 1, donc son carré
vaut toujours 1. On obtient donc :
2-27 U1+ 2)+V?*(1-2)

2422
X2 — 2 2 _
U 1 +V 1 +0 5

La linéarité de Iespérance et 'indépendance, toujours par coalitions, de U? et 1 4+ Z d’une
part, et de V2 et 1 — Z d’autre part, donnent Iexistence du moment d’ordre deux de X et :

EU?(14+ E(2Z)+ E(V)(1 - E(Z))

B(X?) = ;

La formule de Koenig-Huygens permet d’obtenir :

(3+1)2
12

E(U?) =V(U) + [EQ) =

et de méme E(V?) = £ et on obtient enfin :

BE(X?) = 5 =

T1+E(Z)+1-E(2)) 7
3

qui confirme & nouveau le résultat de 2.(d).
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4. (a) T(Q) ={0;1} donc (2T —1)(2) ={2x0—-1;2x 1 —1} = {—1;1} puis on transforme les
événements :

2r—-1=-1)=2T=0)=(T"=0) , 2I'-1=1)=02T=2)=(T=1)
donc
PR2r-1=-1)=P(T'=0=1-p , PR2T-1=1)=PT=1)=p

et (2T — 1) suit la méme loi que Z.
(b) On en déduit que le programme suivant simule U, V, Z et X :

U = rd.uniform(-3, 1)

V = rd.uniform(-1, 3)

Z = 2xrd.binomial(l, p)-1
X

Ux(1+Z) /2+V*(1-2) /2

Remarque : la derniére ligne, qui utilise 3.(a), peut étre remplacée par la définition condi-
tionnelle de X :

if Z==1:
X=1U

else:
X=V

Exercice 3 (ESSEC I 2011)
1. (a) Le changement de variable t = a + (8 — o)z donne directement le résultat :

1

8 1
5_a/a g(t) dt:/o g(a+(ﬁ—a)x) dx.

(b) Avec I’égalité ci-dessus, I’encadrement cherché est équivalent a :

1 1 1
/Og(c+(b—c)x) dm§/0 glc+ (d—co)x) dx§/0 gla+ (d—a)x) dx.

Oron aa < c¢<d<bdonc pour tout z € [0;1] (x >0) :
d<b=d—-c<b—c= (d—clz<(b—cz=c+(d—c)z<c+ (b—c)x
et par décroissance de g,
gle+ (b= c)z) < gle+ (d — c)a).
En intégrant I'inégalité sur [0; 1] (bornes croissantes), on obtient I'inégalité de gauche.

D’autre part, on a
c+(d—c)z]—ja+(d—a)z]=(c—a)+(a—c)x=(c—a) (1 —xz)>0
sur [0;1], car 1 —2z > 0et ¢ —a > 0. D'ou
c+(d—cx>a+(d—a)x
et par décroissance de g,

glc+ (d—o)x) < gla+ (d— a)z.
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En intégrant I'inégalité sur [0; 1] (bornes croissantes), on obtient I'inégalité de droite.

L’encadrement
1 1 1
/ glc+ (b—co)x) de < / glc+ (d—c)zx) do < / gla+ (d—a)x) dz
0 0 0

est donc vrai et par équivalence des deux résultats, on a bien :
I I 1
b—c/ g(t) dt < d—c/ g(t) dt < d—a/ g(t) dt.
C C a

|z] <z donc {zx}=|x]—2>0.

2. Pour tout z € R, on a

D’ou pour tout y < 0,
Fy(y)=PY <y)=P{X}<y)=0

car c’est un évenement impossible.

D’autre part, on a
r<|z]+1 donc {z}=z-|z]<1

pour tout x € R. D’ou pour tout y > 1,
Fy(y)=PY <y)=1
car c’est un évenement certain.
3. On transforme I’évéenement par équivalence :
Y=0c{X}=0cX-|X|=0X=|X|eXcZ
De plus on sait que X est & valeurs dans Rt donc ne peut étre négatif, ce qui donne :

Y=0&XecN

On en déduit bien que

neN
La réunion est incompatible, on en déduit (X est a densité) :

+oo +oo
PY=0)=> P(X=n)=)» 0=0.
n=0 n=0

Enfin F4(0) = P(Y <0) = P((Y <0)U(Y =0)) = P(Y <0)+ P(Y =0)=0+0=0.
4. Soit y un réel de I'intervalle ]0, 1[.
(a) Avec le systeme complet d’évenements (| X | = n),en, les probabilités totales donnent :

Fr(y) = P(Y <y =P(X—[X]<y) =3 P[(X—|X]<y)n([X]=n)

n=0

. iop[(xgnjuy)mqm:n)} :%P[(Xgn+y)m(ngx<n+1)}

n=0 n=0

Or a a supposé que y < 1, donc n+ y < n+ 1 enfin :
(X<n+yn(X<n+1l)=(X<n+y)
ce qui donne (X est & densité et sa densité est f) :

+oo +0o  nty
F) =Y PsX<nsy)=) [ fa

(]
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(b) e Pourtoutn e Nonan<n+y<n+1et festdécroissante et continue sur R* donc
en appliquant le préliminaire avecc=n,b=n+letd=n-+y:

1 n+1 1 n-+y
S a—— t)dt < — t) dt
n+1—n/n 1) _n—i-y—n/n )

n+1 n+
y/ f(t)dtg/ yf(t)dt.

e Pour toutn >lonan—14+y<n<n+ycar 0 <y < 1et f est décroissante
et continue sur R* donc en appliquant le préliminaire avec ¢ = n, a = n — 1+ y et

d=n-+y:
1 n+y J 1 n+y p
_ t) dt < t) dt
n+y—n/n 1) _n+y—(n—1+y)/n_1+yf()

donc

donc

[ arsy [T ar

n—1+4+y

(c) On somme de 0 & +oco la premiére inégalité du b) :

+00 +90  rnty
v [ roa<y [0 a-Rw.

Pour I'inégalité de droite, on somme la deuxieme inégalité du b) pour n allant de 1 & 400 :

+00 190 rnty
y/y ft) dtz;/n £(t) dt.

y
Enfin, on ajoute / f(t) dt des deux cotés et on obtient :
0

[ 0y e de > By

Y

ce qui donne bien :

too Yy +00
y/o f(t) dt < Fy(y) s/o f(t)dt+y/y f(t) dt.

De plus X est a valeurs positives donc :
+oo
f(t)dt=P(X >0)=1 et I'inégalité de gauche donne y < Fy(y).
0

De plus on a

/y+oof(t) dt—/OJroof(t) dt—/oyf(t) dt—l—/oyf(t) gt <1

par positivité de l'intégrale; en effet f(¢) > 0 et les bornes sont dans 'ordre croissant donc

y
/ f(t) dt > 0. On en déduit que
0

Fy(y) < /Oy f(t) dt+y.
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Enfin on a pour tout ¢ € [0;y], par décroissance de f, f(t) < f(0) = M donc en intégrant
avec des bornes dans 'ordre croissant :

y y
/f(t)dtg/Mdt:Mng car y<1.
0 0
Cela donne bien Fy (y) <y + M, puis :
y<Fy(y) <y+M.

5. gx est une fonction & valeurs positives, continue sur | — oo; 1[ et sur |1;+o0], il reste & vérifier

+oo
que / gx(t) dt converge et vaut 1. Par relation de Chasles,

—00
+00 1 +oo A

1
/ 0 dt converge et vaut 0. La deuxieme intégrale n’est généralisée qu’en +oo et pour x > 1,
—o0

T —-A1Z 1
/ or(t) dt = [M] S S
1 -A 1

car A >0, donc lim z* = +ocoet lim 2 =0.

T——400 z—+o0 T
+o0o
On en déduit que / gx(t) dt converge et vaut 1, et gy est une densité de probabilité.
— 0o

6. Pour tout x < 1,

Pour tout z > 1,

On rassemble :

7. (a) Pour tout x € R,

@) = PO <o) = Pllog(zy) <) = P () <o)
= P(In(Z)) <zIn(10)) =P (ZA < emln(w)) (par croissance de exp)
= P (Z) <10%) = G,(107).

(b) On en déduit que :

O R i,
On résout les inéquations (avec In(10) > 0 car 10 > e) :
10" <1< zIn(10) <In(l) @z <0 donc 10°>1<x>0.
Enfin on a calcule (10%)* = 10" = 010 ¢t on obtient :

0 siz <0
Fy(z) = { | _ e—AI0le g 4 > 0.

et X suit donc une loi exponentielle de parametre AIn(10).
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8. La fonction
0 sizx <O

fla) = { An(10)e=A10z & g >

est une densité de X, nulle sur R* , continue, décroissante et strictement positive sur R* donc
les résultats de la partie I s’appliquent.

On en déduit que pour tout y €]0; 1],
y < Fy,(y) <y + f(0) =y + Aln10.

Or lim Aln(10) = 0 donc par encadrement,
A—0F

lim Fy, (y) = lim P(Y) <y)=uv.

A—0t A—0t+

Il reste a prouver que :

Yy €] — o0; 0], )\lim PYy<y)=0 et Vyell;+oo[, lim P(Y)<y) =1

—0+ A—=07F

Or la partie I (question 2) montre que la fonction de répartition de Y) vérifie exactement ces
deux propriétés (nulle sur R~ et égale & 1 sur [1;4o00|).

En passant a la limite pour A — 0 on obtient le résultat.

D’ou1 en posant une variable aléatoire Y suivant la loi uniforme sur [0;1] on a
Vy e R, lim F =F
y Jim Fy, (y) = Fy (y)
et Y converge en loi vers Y quand A tend vers 0 par valeurs positives.
9. (a) a(x) = k signifie qu'il existe n € N tel que
Ex10" <z < (k+1)x10"

(oumn=0sil<z<10,1si10 <z <100, 2si 100 <z < 1000, etc...)
D’ou, par croissance de In,

az)=k < dneN, In(k)+nln(10) <In(zr) <In(k+ 1) + nln(10)
In(k) < In(z) In(k+1)

In(10) ~ In(10) In(10)

< dneN, log(k)+n <log(x) <log(k+1)+n

& dneN,

Montrons alors que n est la partie entiere de log(z) : Pour tout k € [1;9],

log(1) = 0 < log(k) < log(9) =

Donc d’une part, log(z) > n car log(k) > 0.
D’autre part pour tout k € [1;9], log(k + 1) <log(10) = 1 donc log(z) < n + 1.
On obtient que

n<log(z)<n+1 e neN donc n=]log(z)].

En remplagant on obtient :
a(z) =k & log(k)+ |log(x)] <log(z) <log(k+ 1)+ |log(z)]

< log(k) <log(x) — [log(z)] < log(k + 1)
& log(k) < {log(z)} < log(k + 1) < {log(z)} € [log(k), log(k + 1)[.



ECG2 - Mathématiques appliquées Lycée Clemenceau - Reims

(b) Pour tout A > 0 et tout k& € [1;9] on a :

P(Cx=Fk) = P(a(Z)) = k) = P(log(k) < {log(Zx)} < log(k + 1))
= P(log(k) <Y, <log(k+1)) = P(log(k) < Yy <log(k +1))
= Fy,(log(k + 1)) = Fy, (log(k)),

en utilisant que Y) est a densité a l'avant derniere égalité (ceci n’a pas été prouvé dans le
sujet et il faudrait a priori 'admettre... pour une preuve que la partie fractionnaire d’une
loi exponentielle de parametre 1 est une loi & densité, voir 'exercice 11 TD 13).

Or Y, converge en loi vers une variable aléatoire Y suivant la loi uniforme sur [0; 1] lorsque
A tend vers 0T donc

Jim Py (log(k+ 1)) ~ Fy, (log(K)) = Fy(log(k + 1)) — Fy (los()
Comme k € [[1;9], on a vu que 0 < log(k) < 1 donc

Fy(log(k)) =log(k) et Fy(log(k+1))=1log(k+1).

Finalement,
‘ o _In(k+1)—In(k) _In(2)
lim P(Cy=k) = log(k+1) —log(k) = In(10) = In(10)

k+1 1
= log (Z) = log <1+k>'

10



