ECG2 - Mathématiques appliquées Lycée Clemenceau - Reims

Correction - AP 16
‘7 Applications linéaires

Exercice 1 (ECRICOME 2020)
1. Pour a = 1, on obtient

2 0 -1 1 0 -1
M=|01 0], M—-I=[00 0 et (M —1)?=0.
10 0 1 0 -1

2. De la relation (M — I3)? = 0, on déduit que (X — 1)? est un polynéme annulateur de M. Par
conséquent, les valeurs propres de M sont incluses dans I’ensemble des racines de ce polynome
qui ne s’annule qu’en 1. Ainsi, la seule valeur propre possible pour M est 1,

Sp(M) c {1}.
3. Comme 0 n’est pas valeur propre de M, M est inversible.

Supposons que M est diagonalisable. Il existe alors P inversible et D diagonale telles que
M = PDP~'. Comme 1 est la seule valeur propre possible de M, alors nécessairement D = I3
et M = PI3P~! = I3. On aboutit & une contradiction donc M n’est pas diagonalisable.

4. Pour a = 0, la matrice M est alors la matrice

2 -1 -1
M=11 0 -1
1 -1 0
Pour répondre a la question posée, on détermine Ker(M — I3):
T 20 —y—z = =z
X=|yl|leKee(M-13) & MX=X<% rT—z =y
z rT—y = =z
r—y—z2 = 0
& r—y—2 = 0 rx=y+=2
z—y—z = 0
1 1
S X=yl|1]+2]0
0 1
1
et on obtient Ker(M — I3) = Vect 11;10
0 1
1 1
En particulier, 1 est bien valeur propre de M, le sous-espace associé a pour base 115160
0 1
(la famille est génératrice et clairement libre car les deux vecteurs ne sont pas colinéaires) et il

est de dimension 2.

5. On montre que Ker(M

) # {0}, ce qui suffit & garantir la non inversibilité de M (et dans ce cas,
0 est valeur propre de M).

x

)

z

2r—y—2z = 0
X = eKer(M) & MX=0« r—z = 0
z—y = 0

1

S r=y=z&X=z|1

1
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1 1
Ainsi, Ker(M) = Vect 1 , M n’est pas inversible, 0 est valeur propre et 1 est une
1 1

base du sous-espace propre associé (car libre, un vecteur non nul, et génératrice).

6. Par concaténation des bases de FEi(M) et Ep(M) (valeurs propres distinctes), la famille

1 1 1
11;10]; |1 est libre. Comme son cardinal est égal a la dimension de .#51(R),
0 1 1

c’est donc une base de .#31(R) constituée de vecteurs propres de M. On peut alors conclure
que M est diagonalisable et que Sp(M) = {0,1}.

7. La famille (u,v,w) étant composée de trois vecteurs de E qui est de dimension 3, il suffit de
montrer qu’elle est libre pour pouvoir conclure qu’elle en forme une base. Soient a, 5,7 € R.

On a
a+pB+y =0
au+ v +yw =0<& at+y = 0 a=8=v=0
a+pB = 0

Ainsi, la famille #’ est bien libre et forme une base de E.

8. Le calcul donne

1 a 1 1
M1l =1la], M|O0O]=10
1 a 1 1

ce qui permet de voir que f(u) = au et f(v) = v. En particulier, les vecteurs u et v étant non
nuls, a et 1 sont valeurs propres de f.

9. On calcule et résout

1 a+1 1 1
MI|1] = 1 =al|l0)+|1
0 a 1 0

et donc f(w) = av + w (ou encore a = a et f=1).

10. Par définition de la matrice de f dans la base &’ et ayant obtenu f(u) = au, f(v) = v,
f(w) = av + w, on peut écrire

T=Mg(f)=

O O R

0 0
1 a
0 1

11. La matrice T" étant triangulaire supérieure, ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux.
Ainsi,
Sp(T') = {a,1}.
On cherche les sous-espaces propres associés a ces valeurs propres :

e Pour E,(T) :

v (l1-a)y+az = 0
z
1
car a # 1. Donc E,(T) = Vect 0 (on obtient une base car libre, un vecteur non nul,
0

et génératrice).
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e Pour Ey(T) :

x
B (I—a)xr = 0 o
(T-13) |y 0@{ 0y — 0 Sr=2z=0,
z
0
car a # 0 et a # 1. Donc E1(T') = Vect 1 (on obtient une base car libre, un vecteur
0
non nul, et génératrice).
1 0
12. Par concaténation (valeurs propres distinctes), on obtient une famille libre 0,11 de
0 0

vecteurs propres de T. Ce n’est pas une base de .#3(R) car le cardinal n’est pas égal a la
dimension. Donc T n’est pas diagonalisable.

Les matrices M et T sont semblables car elle représente le méme endomorphisme f. Donc M
est diagonalisable si et seulement si T' 1'est (voir démonstration dans le chapitre 12).

Comme T n’est pas diagonalisable, M n’est donc pas non plus diagonalisable.

Exercice 2 (EDHEC 2020)
1. On vérifie les conditions successives :
e L’ensemble 47, (R) est inclus dans .#,(R) par définition.
e Il est non vide car la matrice nulle appartient & @,(R) : ‘0 =0 = —0.
e Pour tous 4, B € &,(R) et A € R? on a :

‘AA+B) = MNA+'B (par linéarité de la transposition)
= —AA— B (car A et B sont dans 47,(R))
= —(AM+ B).

Ce qui montre que AA + B appartient a <7, (R).
L’ensemble o7, (R) est un sous-espace vectoriel de ., (R).
2. (a) Il suffit de faire le calcul :
t
Lf(M) ="[("A) M + MA]
—'M'(*A) +"A'M (car '(AB) = 'B'A pour tous A, B € .4,(R))
="MA+'A'M (car t(tA) =A)
= -MA—-"AM (car M € </,(R))
=— [MA+"'AM]
= —f(M).
Ce qui montre que f(M) est une matrice antisymétrique.
(b) Montrons que f est linéaire. Soient M, N € @,(R) et A € R? quelconques. On a :
fOAM + N) ="AAM + N) + (MM + N)A
= (NAM +'AN) + (AM A+ NA)
=X("AM + MA) + (AN + NA)
= A (M) + f(N).

Ce qui montre que f est linéaire. De plus, on a vu a la question précédente que f(M)
appartient a 7, (R) quel que soit M dans 7, (R).
Par conséquent, f est un endomorphisme de 7, (R).
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a b c
3. (a) Soit M = |d e f| €.#3(R). On a les équivalences suivantes :
g h 1
a =0
a d g —a —-b —c ¢ i 8
MedR) «'M=-Me|b e h|=|-d — —f| e —
c f 1 -g —h —i g = —c
ho= -
Ainsi
0 b ¢ 0 b ¢
%(R) = —b 0 f ) (b7 Cy f) € Rd - —b 0 f ) (b7 G, f) S Rd
—c —f 0 —-c —f 0
0 1 0 0 01 0 0 0
= Sb|l-1 0 0] +c|lO0 0 oO0|+f[0 0 1], (bef) eR?
0 00 -1 00 0 -1 0
= {bJ+cK + fL, (byc, f) € R*} = Vect(J, K, L).
Ce qui montre que la famille (J, K, L) est génératrice de 273(R).
(b) Soit (a, 3,7) € R3. On a les équivalences suivantes :
0 a 8 000
aJ+BK+yL=0<|-a 0 ~|=[0 0 0]<ea=8=y=0
B =y 0 000

Ce qui montre que la famille (J, K, L) est libre. On en déduit, avec le résultat de la question
précédente, que c’est une base de @3(R). Et comme elle est constituée de 3 éléments, on a
dim(<5(R)) = 3.

4. (a) On calcule :

0 0 O 0 1 0 0 1 0 0 0 1
f() = tAar+JAa=(o -1 0] (-1 0 0)+|-1 0 0)[0o -1 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 00 0 0
10 0]+10 0 -1
010 0 0 O
0 -1
Ce quidonne : f(J)=1[1 0 —1 , soit f(J)=—J—L
0 1 0
De méme :
0 0 O 0 01 0 01 0 0 1
FK) = "AK+KA=(0 -1 0|0 oo]+[0 0 of[o -1 0
1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 0 0 O
0 00 00 O
= 00 0)+10 0 O
0 01 0 0 -1
0 00
Ce qui donne : f(K)={0 0 0] =0
0 00
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Et enfin
0 0 O 0 0 O 0 01 0 0 O
f(L) = "AL+LA=|0 -1 0]|0 0 1|+l 0 0 O0]|0O 0 1
1 0 0 0 -1 0 -1 0 0 0 -1 0
0 0 O 0 00
= (00 —-1|]+({0 0 0
0 0 O 010
00 O
Ce quidonne : f(L)=(0 0 —-1|=-L
01 0
(b) On détermine l'image de f

Im(f) =Vect(f(J), f(K), f(L)) (car (J,K,L) est une base de @3(R))
=Vect(—J — L,0,—L) (d’apres la question précédente)
=Vect(—J — L,—L)
=Vect(J+ L,L) (on change les vecteurs en leurs opposés)
= Vect(J,L) (on soustrait le deuxieéme au premier)

Or, la famille (J, L) est libre (puisque (J, K, L) 'est).
Par conséquent, (J, L) est une base de Im(f), et elle est constituée d’éléments de A.

(c) D’apres la question précédente, dim(Im(f)) = 2. Donc, par le théoréme du rang :
dim(Ker(f)) = dim(a5(R)) — dim(Im(f))=3—-2=1

Or, f(K) = 0 (cf question 4.(a)), donc K appartient & Ker(f). Ainsi, la famille (K) est
une famille libre (elle est constituée d’un seul vecteur non nul) constituée d’éléments de

Ker(f), et de cardinal dim(Ker(f)).
Conclusion : la famille (K) est une base de Ker(f).

Remarque : on pouvait aussi chercher explicitement le noyau de f, mais c¢’est bien plus
long. Autant réutiliser ce que 1’on sait.

-1 0 O
5. (a) D’apres la question 4.(a), la matrice F' de f dans la base (J,K,L)est F=1| 0 0 0
-1 0 -1

(b) F est une matrice triangulaire inférieure. Ses valeurs propres sont donc ses coefficients
diagonaux, c’est-a-dire —1 et 0.

(c) Supposons F' diagonalisable. Il existe donc P inversible et D diagonale telles que F' =
PDP~ .
Comme Sp(F) = {—1,0}, les coefficients diagonaux de D sont donc égaux & —1 et 0. Donc
D? = —D et finalement :

F?=(PDpP Y =pPDP 'PDP ' =PD?*P ' =P(-D)P' = -PDP'=_F.

(d) En faisant le calcul matricielle, on a :
1 00 1 00
F2=10 0 0| #£]|0 0 0| =-F.
2 01 1 01

On a donc une contradiction et F' n’est donc pas diagonalisable.
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Exercice 3 (HEC 2009)
1. (a) On calcule :

2[:@ g) donc d(2I)=2x2-0x0=4 alorsque d(I)= 1.

Donc d(21) # 2d(I), et d n’est pas linéaire.
(b) Si A= (an a12>7 tA = <a11 a21> et on a :

as  a a2 a
t
d("A) = ar1a22 — azia12 = arjaz — ajgaz = d(A).

(c) Soient A = (all a12> et B = (bll bl?), on a alors
a1 a9 ba1 b2

_(a1r a2\ (b1 b2\ _ [a11bi1 + aiebor  a11b12 + aizboo
AB = =
a1 a2 ) \bar ba2 a21b11 + az2ba1  a21b12 + azsbao

donc
d(AB) = (a11b11 + a12b21) X (a21b12 + ag2b2) — (a21b11 + a22b1) X (a11b12 + ai2b22)

= ajra21b11bi2 + a11a22b11b22 + a12a21b12b21 + a12a22b21b22

— [a11a21b11b12 + a11a22b12b21 + a12a21b11b22 + a12a22b21b92]

= a11a22b11b22 + a12a21b12b21 — arrazzbiabar — ai2a21b11b22
d’une part, et d’autre part
d(A)d(B) = (ai1a22 — aizaz1) X (b11b2e — b12b21)

= ai1a22b11b22 — a11a22b12021 — a12a21b611b22 + a12a21b12b21
— d(AB).

(d) Si A et B sont semblables, il existe P inversible telle que A = PBP~!. On obtient alors
avec la commutativité du produit entre deux réels :

d(A) = d(PBP™Y) = d(P)d(B)d(P~') = d(B)d(P)d(P~') = d(BPP~') = d(B).

2. (a) Soient A = (au a12> et B = (bn b12) € M (R) et X € R,
as1 G929 b21 b22

N4+ B— <)\a11 +0b11 Aaiz + 512)

Aag1 + ba1  Aaga + bao
donc

t(AA + B) = Aai1 + bi1 + Aage + bag = A(a11 + az) + (bi1 + bae) = M(A) + t(B).

t est donc une application linéaire de .#2(R) dans R.
Avec la base canonique de .#>(R), on obtient :

Im(t) = Vect[(1),(0),(0), (1)] = Vect[(1)]

R
donc Im(t) est de dimension 1, et par théoréme du rang,

dim(Ker(t)) = dim(#2(R)) —dim(Im(t)) =4 —1=3.
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De plus,

a1 a2

AGK@T(t) Sarrtan =0 a9 =—a11 & A= (
a1 —ai11

> ou (an,a12,a21) S R?’.

Ainsi,

1 0 0 1 0 0
Ker(t) = {<Z; a;i) s (a11,a12,a21) € Rs} = Vect <<0 1> ’ <0 0> ’ (1 0>> '

. 1 0 01 00 . PR ,
La famille ((0 B 1) , <0 0) , ( 1 O>> est une famille de 3 vecteurs génératrice d’'un

espace de dimension 3 donc c’est une base de cet espace.

Soit A = <(111 a12> alors 'A = (all a21> donc t(*A) = a1 + ax = t(A).
as] a92 a2 a2

Soient A = <a11 a12> et B = (bn b12> € My(R), alors
a1 a2 ba1 b2

AB — <a1lb11 +ai2ba1  a11bi2 + ai2baa

donc ¢(AB) = a11b11+ai12b91 +a91b12+agsb
a1b11 + ageba; 021512+6L22bz2> (4B) LTt Tl T2 T et

d’une part, et d’autre part

BA— (anbn +a21biz ar2bin + a2bio

donc t(BA) = a11b11 + a21b12 + a12b21 + a22b9s.
ai1bo1 + az1bas  ai2boy +a22b22> (BA) = anbu + azbiz + a1zbyr + azbs

On obtient des résultats égaux, donc pour touts A et B de Mo(R),
t(AB) = t(BA).
Si A et B sont semblables, A = PBP~! et on peut écrire :

t(A) = t([PB]P~") = t(P'[PB]) = t(B).

Comme A et I sont deux matrices non colinéaires, elles forment une famille libre et « et 3,
si ils existent, sont uniques.

< 1s ) ) a1 al
Reste & démontrer 'existence : soit A = 1 2)  alors
bl
a1 Qo2

2
A2 (o + a12a21 6l122 (a11 + agz) et A+ BI= B+ aan Qa2 .
as (@11 + az)  asy + ajzan Qagy B+ aag

Donc

a% + a2az1 = B+ aa;
ai2(a1 + aze) = aage
asi (a1 + age) = aag
OL%Q + ai2a21 = B+ aagr

A2 =0A+ Bl &

Comme on a déja prouvé 'unicité, on peut se contenter d’exhiber une solution, sans raison-
ner par équivalence. On pose alors par identification

a=ayl +az =t(A)
qui assure que les équations 2 et 3 sont vérifiées et :

2 2
B = ai;+ agaz —aa; = ajy + aiza1 — a1 (a1 + ag)

= ajpaz —anax = —d(A)
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qui assure la premiere équation, et enfin on vérifie que la quatrieme est vérifiée :

2
B+ aazy = aipa — aiiage + a22(ain + azn) = aizaz — ajiaee + aggail + ay

= ajy + arpan
donc o = t(A) et f = —d(A) constituent une solution unique du systeme.

On a obtenu

a=t(A) et B=—d(A) donc A?=1t(A)A—d(A)I

Supposons qu'’il existe trois réels a, 3, v tels que u(e;) = ey, u(ez) = Bey et u(w) = yw.
On peut alors écrire :

u(er) =aer , wule2) =pPea et  ule; +ex) =y(e1 + e2) = ver + yea
Mais par linéarité on a également :
u(er + e2) = u(er) + u(e2) = aer + Pes.
Donc :
aer + Bea = ve1 +ves & (a—7)er + (B — v)ea = 0.

Donc par liberté de la famille (ej, e2), on obtient que
a=vy e [B=7.

Ainsi, dans la base (e1,e2) de R2, la matrice de u est al. Par la formule de changement
de base, on a donc :

A= Pal,P~' = aPP™!' = aly,
ce qui est absurde car A et I ne sont pas colinéaires.

L’'un de ces trois vecteurs, noté x, est non nul (ils sont tous les trois non nul) et non
colinéaire a u(x).

Donc la famille (z, u(z)) est libre. Comme cette famille est de cardinal 2, égal a la dimension
de R?, c’est une base de R2.

On cherche la matrice dans cette base, on a :
u(z) = 0z + lu(z) et w(u(z)) = v?(z) = (t(A)u — d(A)Id)(z) = —d(A)x + t(A)u(z)

car A2 =t(A)A — d(A)I et A est une matrice de u. Enfin on en déduit que :
_ (0 —d(A)
u= ()

. . 0 —d(A)
A est donc semblable & la matrice < 1 #A) )

Or A n’est pas colinéaire & I non plus, sinon A = t(tA) = Y(AI) = NI = A\ ce qui est
absurde.

o . (0 —d('A)
t
On en déduit que A est semblable a ( Lotta) )

Enfin, avec les questions 1.(b) et 2.(b), on a d(*A) = d(A) et t(*!A) = t(A) donc A et A
sont semblables a la méme matrice M.

Montrons que, dans ce cas, A et 'A sont semblables. Comme A et A sont semblables & M,
il existe P et @ inversibles telles que A = PMP~ ' et A =QMQ'. Alorson a :

A=P@Q('AQP" = (PQH)AQP) = (PQT)'A(PQ™H™
car (PQ™H™ 1 =(Q 1)"'P~1 =QP~!. Donc A et A sont semblables.
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5. (a) L’ensemble est défini sous forme implicite, on utilise la caractérisation des sous-espaces :
o C(A) C A (R).
e La matrice nulle est élément de C(A) car A0 = 0A = 0.
e Si B; et By appartiennent a C(A) et A est un réel, on a :

AB1 =B1A et ABy; = ByA

donc :
A()\Bl + Bg) = )\ABl + AB2 = )\BlA + BQA = ()\Bl + BQ)A
et (AB1 + B2) € C(A) qui est donc stable par combinaison linéaire.
On en déduit que C(A) est un sous-espace vectoriel de .Z>(R).

(b) Si A est colinéaire a I alors toute matrice commute avec A et C(A) = #2(R) est de
dimension 4, et la base canonique bien connue en est une base.
Si A n’est pas colinéaire avec I alors il existe P inversible telle que A = PMP~!, ou

_ (0 —d(A)
u=(1 )
On peut alors écrire :

AB=BA < PMP'B=BPMP ' < M(P'BP)= (P 'BP)M.

Soit alors N = <§ Z) une matrice quelconque de .#>(R), on résout :

B
—d(A)a = —d(A)x +t
MN=NM & § "0, Y
y+t(Aa=—d(A)z+t(A)a
(y=—d(A)z
—d(A)a = —d(A)x —t(A)d(A)z
< r+t(A)z=a
—d(A)z +t(A)a = —d(A)z + t(A)a
((y=—d(A)z
N d(A)(—a+a—t(A)z+t(A)z) =0
xr=a—t(A)z
L 0=0
y=—d(A)z
0=0
< r=a—t(A)z
0=0
o N-— (a - tZ(A)z —diA)z) —ul 4 (—tiA) —déA))

donc

MN = NM < N € Vect]I, M —t(A)I] = Vect[I, M]
et on en déduit finalement que :
BeC(A) & P 'BP=aol + M < B=aPIP ' + BPMP! = al + BA

donc
C(A) = Vect[I, A]

et la famille (I, A) est libre (2 vecteurs non colinéaires) et génératrice de C(A), c’est donc
une base de C(A) et dim[C(A)] = 2.




