ECG2 - Mathématiques appliquées Lycée Clemenceau - Reims

Correction - AP 18
‘7 Réduction - Variables poissoniennes

Exercice 1 (HEC 2010)
1. E est de dimension n + 1 et sa base canonique est la famille (Py, Py, P, ..., P,) ou Pj(z) = 2.

2. Pour tous P,Q € E et tout réel A,
dAP+ Q)= (AP + Q) = \P' +Q = \d(P) +d(Q)

donc d est linéaire.
De plus pour tout P € E, deg(P) < n donc deg(d(P)) = deg(P') <n—1, et d(P) € E, donc d
est une application linéaire de F dans F, donc un endomorphisme de F.
3. Pe Ker(d) & d(P) =0« P'=0<% P = constante.
Ainsi, Ker(d) = Ro[X] et dim(Ker(d)) = 1.

Par théoreme du rang, on a donc dim(Im(d)) = dim(R,[X]) — dim(Ker(d)) = n. Or on
remarque que I'm(d) C R, _1[X] car pour tout P € E, deg(d(P)) = deg(P') <n —1.

Comme Im(d) C R,—1[X] et ces deux sous-espaces vectoriels ont méme dimension, on a donc
Im(d) = R,—1[X].

4. On écrit la matrice A de d dans la base canonique (1, X, X?,...,X") de E :

o1 0 --- 0
0o 0 2 :
A=|: - - 9
: 0 n
0 0 0

On remarque qu’elle est triangulaire supérieure avec des coefficients tous nuls sur la diagonale
donc Sp(A) = {0}. Si A est diagonalisable, alors elle serait semblable & la matrice nulle donc
elle serait nulle ce qui n’est pas le cas. Donc A n’est pas diagonalisable.

5. (a) d*(P)=d(d(....d(P))) = P%),
Donc P € Ker(d*) & P®) =0 P € R,_1[X]. Donc Ker(d*) = Ry_1[X].
Soit enfin P € d(Ker(d¥)), alors il existe Q dans Ker(d¥) tel que P = d(Q).
On en déduit que d*(P) = d*(d(Q)) = d*T1(Q) = d(d*(Q)) = d(0) = 0, et P € Ker(d").
On en déduit bien que d(Ker(d*)) c Ker(d¥).
(b) Si deg(P) = r, on a de maniere évidente pour tout k € [0;7], deg(d*(P)) = r — k (donc
aucun n’est nul puisque le degré minimal est 0, qui représente une constante non nulle).

La famille (d°(P),d'(P),...,d"(P)) est donc une famille de F' (car F est stable par d et
P € F) étagée en degré. C’est donc une famille libre de F.

6. (a) Soit @ un polynéme non nul de F, alors comme dim(F') =1, F = Vect(Q).
On a alors d(Q) € F = Vect(Q), donc il existe A € R tel que d(Q) = \Q.
On a donc Q' = AQ. Supposons que A # 0. On a deux cas :
e Si Q' =0, alors Q = 0 et c’est impossible.
e Sinon, en considérant les degrés, deg(Q') = deg(Q) donc deg(Q) — 1 = deg(Q) donc
—1 =0 ce qui est encore impossible.
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Donc A = 0 et donc Q' = 0 et @ est constant. On en déduit que :
F =Vect(Q) = Vect(Py) = Ro[X].

(b) Supposons que F' ne contient aucun polynéome de degré supérieur ou égal a 1, alors F' C
Ro[X] de dimension 1 et dim(F') < 1, ce qui est absurde. On peut donc trouver un polynéme
Q dans F' de degré r supérieur ou égal a 1.

La question 5 montre que la famille (d*(Q))o<i<, est libre, et ce sont tous des vecteurs de
F puisque d(F) C F donc :

QEF=dQ eF=dQ eF=--=dQ)cF

On en déduit que r < 1, sinon on obtient une famille libre de trois vecteurs ou plus dans
un espace de dimension 2, ce qui est absurde.

On sait que r > 1, donc r = 1 et la famille (Q, d(Q)) est libre et de cardinal 2 donc c’est
une base de F.

Enfin, comme @ est de degré 1, il s’écrit Q = aP; + bPy avec a # 0, donc :

F = Vect(Q,d(Q)) = Vect(aPy + bPy,aPy) = Vect(aP; + bFy, Po)
= Vect(aPl, Po) = Vect(Pl,Po) = Rl [X]

Probleme : ESSEC II 2007

1. La société versant s pour chaque déces, au moment du bilan financier, pour Y déces elle aura
du versé Y's euros.

2. 11 suffirait que le nombre de déces soit indépendants d’une année sur 'autre (ce qui n’est pas le
cas puisque les clients décédés ne remeurent pas ...) pour que la somme des déces suivent une
loi de Poisson de parametre la somme k + k + k + k + k = 5k.

3. On a alors :
E(Y)=V(Y) = 5k.

w2
4. La fonction @ : t — fioo e\;;—i dx, fonction de répartition d’une loi normale centrée réduite, est

continue sur R, vaut % en 0 et tend vers 1 en +o0.

De plus elle est dérivable et sa dérivée est :

D'(t) = p(t) = > 0.

Donc @ est strictement croissante et continue, bijective de |0; +oo[ dans ] lién P ; Em P [ = ] %; 1 [
o0

Et comme 0,99 € ]%, 1 [, il existe un unique tg > 0 tel que :

M)

x

2

to
B(ty) = 0,99 / €~ dr=0,9.
—00

V2r

5. 11 s’agit clairement d’utiliser ici le théoréeme central limite; la difficulté est que Y n’est pas la
somme de k variables (avec k tend vers +00), mais de 5 variables. On va poser une autre variable,
de méme loi que Y, mais pour laquelle on échange les roles de k et 5 :
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10.

Soient k variables (X;); indépendantes de méme loi P (5). Alors
k
Z =Y X; = P(5k).
i=1
Comme V(X;) # 0, V(Z) # 0 et par théoreme central limite, la variable centrée réduite associée,

*

Z-E(Z) Z-5k
N R

converge en loi vers N'(0,1) quand k tend vers +o00. On en déduit (Y et Z suivent la méme loi)
que :

P(Y =5k>tV5k) = P (Z-5k>10V5k) = P(Z" > to) = 1= P(Z" < )
51— ®(tg) = 0,01.

k——+o0

Pour faire face a toutes les indemnisations, il faut et il suffit que les sommes en caisse soient
supérieures ou égales aux sommes a débourser :

e Les sommes en caisses sont les cotisations et les fonds de réserve : 5sk(1 + \) + R.

e Les dépenses sont les indemnisations : sY.
Donc il faut il suffit que 5sk(1+ A) + R > sY.

”la société peut faire face & toutes les indemnisations requises sur ’exercice de 5 ans” est
I’événement :

A=1[Bsk(l1+ )+ R>sY]= 5k:(1+)\)+§ zY] = [5k)\+R >Y — 5k
S s
dont la probabilité vaut 0,99 pour

5k + g = tgVB5k < R = s(toV/bk — 5k)

Pour que la société puisse se dispenser d’un fond de réserve pour un exercice de 5 ans tout en
maintenant & plus de 99%, il suffit que la réserve précédente soit négative ou nulle c’est-a-dire
(avec s > 0) :

1 (t\?
tO\/5k:—5/~c)\<0<:>t0—)\\/5k<0<:>t0—)\\/5uN<0<:>N>5M<;\)> .

Comme N est un entier, on obtient que

1 [t
N=|—|~+ +1
{5/1 (A> J
est le plus petit nombre de clients permettant de maintenir & 99% ou plus la probabilité de faire
face & toutes les indemnisations en se dispensant de fond de réserve.

La fonction de répartition F' de X est la fonction définie sur R telle que pour tout z € R,

F(z) = P(X <x).

1
Soit X une variable aléatoire de loi de Bernoulli de parametre 3 X(©2) ={0,1} donc :
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11.

12.

13.

Sim < 0 alors P(X <m)=P(X <m)=P()) =0.
e Sim=0alors P(X <m)=P0)=0e
0

Sim €]0,1] alors P(X <m) = P(X

e Sim=1alors P(X <m)=P(X=0)=1et P(X <m)=P(Q)=1
e Enfin, si m > 1 alors P(X <m)=P(X <m)=P(Q) =1
P(X < m) < 1 est vraie pour m < 1, et P(X < m) > § est vraie pour m > 0, on obtient donc :

Soit X une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre o > 0 de fonction de répartition

0 sit<0
FX(t):{ 1—e™® sit>0

Comme X est a densité, on sait que pour tout m € R :
P(X <m)=P(X <m)=Fx(m)
et on en déduit que :
m e M(X) & Fx(m) <

et comme F'x est nulle sur R_, cette équation n’a aucune solution sur R_ donc :

- m >0 o m>0 N m >0
1—6_‘;””:% —am =In (%) In(2)

v

m

0
Fx(m) =

mEM(X)@{

1
2

et cette solution est bien positive, donc on obtient finalement :

M(X)_{ln(Z)}.

o

Soient a € M(X) et b € M(X) avec a < b.
Sic € [a,b], alors

(X<a)C(X<eC(X<b) e (X<a)C(X<c)C(X<Dh)

et comme a et b sont dans M (X)) on obtient :
P(X<a)<P(X<ec)<P(X<b)<

et en particulier :
P(X <c¢) <

donc ¢ € M(X).

Supposons que X posseéde une densité f continue sur R telle que f(x) > 0 pour tout z réel.

Comme X est a densité, on obtient de nouveau

1
P(X <m)=P(X <m)=Fx(m) donc me M(X)<= Fx(m)= 5
De plus comme f, densité de X, est continue sur R et strictement positive, Fx est de classe C!

sur R et :
Fy(z) = f(z) >0 surR
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La fonction Fx est donc continue et strictement croissante sur R, de limites 0 en —oco et 1 en
+00 (c’est une fonction de répartition), donc Fx réalise une bijection de R dans ]0;1].

Enfin % €]0; 1[, donc I’équation Fx(z) = % admet une unique solution m sur R, et on a bien :
M(X) = {m}.
De plus pour une loi normale centrée réduite, on sait que :
1

donc 0 est une solution, et d’apres ce qui précede c’est la seule donc :
M(X) ={0}.

14. On teste cette propriété sur les lois usuelles étudiées précédemment : elle est vraie pour la loi

uniforme sur {0;1} ( E(X) = £ € [0;1] ) et la loi normale centrée réduite ( E(X) = 0 € {0} ),

mais fausse pour la loi exponentielle de parametre « car :

1

Bx)=L¢ {ln(?)

(%

(0%

} car In(2) # 1.
On a trouvé un contre-exemple, cette propriété est donc fausse.
15. Pour tout = € [0;1] la fonction g définie par g(z) = In(1 +z) — x + %2 est dérivable et :

1 +§:2—2(1+x)+x(1+x):—er:UQ::c(x—l)SO

I@) =, 145 2(1 + z) 2o1+z) 2(1+u)

sur [0; 1], donc g est décroissante sur [0; 1].

De plus on a g(0) = 0 donc g(x) < g(0) = 0 sur [0; 1], et enfin

72
In(l+z)<z-— - su [0; 1].
16. Pour tout n € N*,
—n—1 (nt )"t (nr1)tt
Uny1 _ © DT _ 1 (fD 1" 141 " o lnin(14)
Up, ey n" n" n

17. En prenant le In de I'inverse du quotient précédent (strictement positif) on obtient :

Up 1 1 1 1
In (Un+1> = In(up) — In(up+1) = —nln (1 + n) +1>-n <n - 4nZ> +1= ym > 0.

Or la série ). ﬁ est divergente (Riemann) donc par théoréme de comparaison des séries a
n>1
termes positifs, la série de terme général In(uy,) — In(u,41) est divergente vers +oo.

18. On remarque que la série précédente se télescope :

1

In(u,) = [In(ugs1) — In(ug)] + Inur) 0 ™
1

3
I

i

Enfin par composition de limites :

Uy, = ) 0,
n—-+00
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19. Pour n € N*, P, est le produit d'un polynéme de classe C2 et de la composée de I’exponentielle
et d’un polynome, de classe C?. Elle est donc de classe C? et de plus :

_ e )\’“* B B ey
P/ /\Zg_i_ AZ _ )\Zﬁ—{_ AZ A'

On obtient ensuite :

A" At At
P,';(A):—[ Ae )‘;—Fn A — ]:e A (A =n).
20. On calcule :
n n—1
(n— (n—1)* n_py (n—=1)" n—l
Pn(n—l)—l—PT’Z(n—l) — ¢ (n=1) T_e( 1)T Z
k=0 k=0

= P,_1(n—1).
21. (a) Pour tout n € N*, on calcule [ | (n —t)Q"(t) dt par intégration par parties : en posant
u=Mm-1t) et v=0Q'(t)
qui sont de classe C* sur [n — 1;7n] (car Q est de classe C2 donc Q' est de classe C), avec :
u=-1 e ' =Q"()

on obtient :

/nl(n—t)Q”(t) dt = [(n—t)Q'(t) ], ,+ Q’

et on en déduit bien que :
Qn)=Qn—1)+Q (n—1)+ / (n—1)Q"(t) dt.
n—1
(b) On commence par appliquer (E) & Q = P, (qui est bien de classe C2), on obtient :

Py(n)=P,(n—1)+ Pi(n—1)+ /nl(n —t)P/(t) dt

On pose ensuite v, = P,(n), et avec la relation précédente qui concerne n et n — 1 on
cherche alors le signe de v, — v,—1 (pour n > 2) :

Up—Vp_1 = Po(n) — Py_y(n—1) = Pn(n—1>+P7;(n—1)—pn_1(n—1)+/n (n—t)P"(¢) dt

n—1

Or d’apres la question 20, on sait que
P,(n—1)+P,(n—1)=P,_1(n—1)

il reste donc :

n tnfl n tnfl
Up — Up—1 = / (n—t)e ! (t—n) dt = —/ (n—t)2et—— dt <0
n—1 n! n—1 n!

car tous les facteurs dans I'intégrale sont positifs, la fonction intégrée est donc positive par
produit, et I'intégrale est positive par positivité de l'intégrale avec des bornes dans ’ordre
croissant.

On en déduit que la suite (vy,) = (Py(n)) est décroissante.



ECG2 - Mathématiques appliquées Lycée Clemenceau - Reims

(¢c) Avec @Q = P,,—1 on obtient :

n

Poy(n)=Pri(n—1)+P,_;(n—1)+ / (n—t)P_{(t) dt

n—1

On pose ensuite w,, = P,,_1(n) et on cherche le signe de w,, — w,—; (pour n > 2) :

Wy —Wp—1 = Py_1(n)—P,_2(n—1)
= Poi(n—1)+P,_1(n—1)— Pya(n—1) +/ (n—t)P_{(t) dt
n—1
Or sur le modele de la question 20, on calcule :
n—1 k n—1
_ 1) = -V (=D
Poin—1)+P _(n—1) = e kz_:o o e D)

n—2 k
—1
o~ (1) z: (”k') = Py_g(n—1).
k=0 ’

Il reste donc :

n . tn—l
— Wp—1 = —tle'——[t—(n—1)]dt >0
wn—wi = [ et el = (= 1)) e >
car pour tout t € [n — 1;n],

t>n—1=t—(n—-1)>0 e t<n=n—-1t>0

donc tous les facteurs dans I'intégrale sont positifs, la fonction intégrée est donc positive par
produit, et I'intégrale est positive par positivité de l'intégrale avec des bornes dans ’ordre
croissant.

On en déduit que la suite (w,) = (P,—1(n)) est croissante.

22. Pour tout n € N*,

n nk n—1 nk "
Po(n) — Py1(n) = e ﬁ_e_nZﬁ :e_nﬁ = Up.
k=0 k=0 )

On a vu que (uy) tend vers 0 au préliminaire, donc la suite (v,,) est décroissante, la suite (wy,)
est croissante, et leur différence tend vers 0 : elles sont donc adjacentes.

23. On calcule :

P i =P(Z =P(Z —EnPZ—k—n —k—P
< = —_n< = <n)= = = e " = Ipn).
(\/ﬁ 0) ( 0) ( _) rar ( ) rard ()

Or, sur le méme principe qu’a la partie I, Z—\}" peut étre considérée comme somme centrée
n

réduite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi P (1), donc converge en loi vers

N(0,1).
On en déduit alors que
Z—n 1
g < = —.
Pu(n) =P ( o= < 0) — o (0) =5
24. Comme (P, (n))n>1 et (Pn—1(n)),>1 sont adjacentes, elles convergent vers la méme limite. Donc

1

n—-+o0o 5

Pn,1 (n)
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25.

26.

27.

28.

29.

La suite (P, (n)) est décroissante donc minorée par sa limite, et la suite (P,—1(n)) est croissante
donc majorée par sa limite. Donc pour tout n > 1,

On a déja vu que

Comme Z ne prend que des valeurs entieres,

P(Z<n)=P(Z<n-1)=

L’encadrement précédent se réécrit donc :

P(Z<n)< =< P(Z<n)<=neM(Z).

DN |

La stratégie qui consisterait & choisir A = 0 ne ferait rien gagner en moyenne a la société, ce qui
est d’emblée problématique.

Avec la médiane on peut affiner cette impression : si A = 0, les cotisations annuelles valent ks
et les primes payées valent sY', donc le gain algébrique de l'entreprise vaut s(Y — 5k).

On sait d’apres ce qui précede sur la médiane que :

P(Y <5k)< - <P(Y <5k) < P(sY <5bks) <= < P(sY < 5ks)

N —
N | —

donc la probabilité que 'entreprise ait un gain négatif, donc doive recourir a ses réserves pour
subsister, est supérieure a % (ce qui est bien entendu inacceptable).

Pour tout entier ¢ tel que 1 <4 < J,

J J
(Sy=Si<0)=[ > (X;-k<0]=> X;<(J—i)xk
j=i+1 j=i+1

et de méme pour l'inégalité large.

Et comme les (X;) sont indépendantes,

J J
Z=> X;j=P| Y k| =P((J-i)xk).

Jj=i+1 J=i+1

Le résultat de la partie 3 nous dit alors que (J — i) X k en est une médiane donc :

[y

P(Z<(J—i)xk)< SP(ZS(J—i)Xk)<:>P(SJ—SZ‘<0)§§§P(SJ—SZ'SO).

Enfin 0 est bien une médiane de Sj — S;.
On remarque que pour i € [1; J], ; est '’événement :

b

Q; : 7 Le plus petit indice j € [1; J] pour lequel S; dépasse x est i.

et de méme, €y est I’événement :
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30.

31.

32.

Qo : 7 Sj ne dépasse x pour aucun des j € [1;J]. ”

On en déduit que 'un de ces évenements est toujours vérifié et que deux d’entre eux ne peuvent
survenir en méme temps, c’est-a-dire :

J
U= et Vigjelo;J], QnQ;=0
donc (£2;)ie[o;7] est un systeme complet d’événements.

On peut écrire :

{SJ—Si ZO}OQi:{SJESi}ﬂ{lrgax‘gx}ﬂ{&- >£L‘}
sg<
Or lorsque cet évenement est vérifié, on a alors :

SJZSi>$

donc I’événement (S; > x) est vérifié et ; l'est aussi trivialement, donc leur intersection 1’est
également :
{SJ—SZ' ZO}ﬂQi C{SJ >£L’}ﬂﬂi.

Avec le systeme complet d’évenements (£;)o<i<. les probabilité totales donnent :

n

P(S;>z) =Y P([Ss>z]N).

i=0

Or Q) signifie qu’aucun des X, pour j entre 1 et J, n’a dépassé x, donc
(Sy>z)NQoy=0 donc P([S;>z]NQ) =0
et la question précédente montre que pour tout i € [1;J],
P([S;>z]Nn&y) > P([S;—Si > 0]NQ;)

En sommant ces inégalités on obtient :

J
P(S;>z)>> P([S;—Si >0/ NQ).
i=1
On remarque que
J i J J
R Y R WD WED WO
j=1 j=1 j=i+1 j=i+1
est fonction uniquement des variables aléatoires X1, ..., X  donc I’événement (S; — S; > 0)
ne dépend que de ces variables.
D’autre part pour ¢ > 1,
i—1
Q= ((X; <) N (X; > )
j=1

ne dépend que des variables (X1,...,X;).

Enfin les variables (X;)i<;j<s sont mutuellement indépendantes, donc par lemme des coalitions,
ces deux évenements sont indépendants.
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33.

34.

On en déduit alors avec la question 1 et par indépendance que :

J J J
SOP(Sy -S> 0N 2) =Y P(Sy— S > 0)P(:) > 3 %P(Qi) - %[1 — P(Qy)] = %P(STO).
=1 =1 =1

Or on remarque que
Qo = < max S > x)
1<j<J

donc par 4) on obtient :

1
P(S;>z)> §P <1I£J3SXJ S; > x) <= Pr <11%1ja§xJ S; > :c> <2Pr(S; > z).

Cette interprétation demande une grosse modélisation, elle est totalement hors de portée d’un
éleve I’ECE.
On suppose que k = 10 (la premiére année ?). Si on constate apres la quatrieme année d’exercice

que max S; prend la valeur 15, alors I'un des S; a pris cette valeur.
<<

Quelle est la probabilité quun tel événement survienne 7 Qu'un des S; soit supérieur a 15 7

J
On peut approcher la variable centrée réduite associée & > X; — P (jk) par N(0,1).
i=1

Donc

J

X;—jk
b gximd o u

Vik Vik

j
P(S;>14) = P <ZX]- —jk>14
=1

J
;Xj —jk

ik

IN

> 2

car j <4 donc :

14 14 14 7 49
> = = =1/—=49>Vi=2
Vik T 4k V40 V10 10

donc . A
; X, —jk ] X, —jk
= ’ > 14 c|E— * > 2
Vik Vik Vik
Finalement,

2
P(S; =15) < Pr(S; > 15) = P(S; > 14) < P(T > 2) < 163'

Donc la probabilité pour chaque S; d’atteindre 15 est de moins de 2,5%, et la probabilité que
I'un des 4 atteigne une telle valeur est de moins de 4 x 2,5 = 10% (formule du crible).

Il est donc ici tres probable qu’'un glissement ait eu lieu dans les probabilité de déces.

10



