ECG2 - Mathématiques appliquées Lycée Clemenceau - Reims

Correction - AP 19
‘7 Convergence, approximation et estimation

Exercice 1 (ECRICOME)
1. Montrons que f, est une densité de probabilité.

e La fonction f,; est continue sur R sauf éventuellement en a.

e Elle est positive sur R.

+oo
e Démontrons que l'intégrale / fap(x)dx converge et vaut 1.

Tout d’abord, comme f,; est nulle en dehors de [a, +o0] :
+oo

+o0
fap(@)dz = / Fop(@)da

Soit A > a.

1 T—a T—a A —a
/ fab dx_/ —e b dr = [—e‘ b } :1—6—AT — 1.
b a A—+o0

Ainsi, / fap(z)dx converge et vaut 1.

Finalement, f,; est une densité de probabilité.

2. Comme X (2) = [a, +o0[, Fx(x) =05l z < a.

w]. —a r—a
/ Fap(t)dt = /betbdtzl—eb.

six <a,

Si x> a, alors :

Finalement, Fx(z) = { e o,
—e stz > a.

3. Comme X () = [a, +o0[, on obtient Y (£2) = Ry. Donc, pour tout z < 0, Fy(x) = 0.
Siz>0, Fy(z)=P(Y <z)=P(Y +a<z+a)=Fx(z+a)=1—e5.

1
Donc Y suit une loi exponentielle de parametre 5 et on a :

EX)=EY 4+a)=EY)+a=a+b et V(X)=V(Y +a)=0"

n n
4. Par linéarité de l'espérance, E(S,) = Z E(X;) = Z(a +0b) =n(a+b).
i=1 i=1
n
Les variables (X;) sont indépendantes, donc V(S Z V(X Z b’ = nb?.

5. (a) Pour tout i, X;(Q2) = [a,+oo[. Donc Y, () = [a, +00] et pour tout = < a, Fy, (x) = 0.
Si x > a, on a par indépendance des X :
n n
Fy,(x) = PYa<a)=1-P¥,>2z)=1-P(|(Xi>z)=1-]]P(Xi>x)
i=1 i=1

(1—Fx(z)=1—(1—Fx(@)"=1— (e 52 =1 "%
1

= 1—

n
1=
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0 siz<a, b
(b) Comme Fy, (z) = _ (z—a) , Y, suit une loi £(ay, b,) avec a, = aet b, = —
l1—e /2 six>a. n
. . b b?
(c) Avec la question 3, on obtient E(Y,) =a+ — et V(¥) = —.
n n
6. (a) On a, par linéarité de l'espérance,
<MZ)—EE@) E(Y,) = (a+0) (+l5—b by
e n " n) =0 “ n - n n—-+oo ’

On dit que Z,, est un estimateur asymptotiquement sans biais de b.

(b) On a : puis avec la question précédente :

10(Zn) = E((Zn—0b)?) = E(Z} —2bZ, +b?)
Z2) — 2bE(Z,) + b* (par linéarité de I'espérance)

= E(Z)) = (E(Zy))* 4+ (E(Zn))? — 2bE(Zy,) + b°

Il

s
—_~~ ~ —~

S

= V(Zn)+ (E(Z,) —b)? (avec Koenig-Huygens)
b 2
= V(Z,)+ <b ——— b> (avec la question précédente)
n
b2
b2

(¢) On sait que r,(Zy,) = — + V(Z,). Calculons V(Z,) :
n

V(Zn) = =V (Sn) + V (Yn) + 2Cov (i Yn>.

2

Comme V(S,) = nb? et V(Y,,) = b27 on obtient :

202 b2 2
Tb(Zn) = ﬁ + E - *COU(Sn,Y )
Cov(X,Y)

(d) On sait (cours) que p(X,Y) = et que —1 < p(X,Y) <1

V(X)V(Y)
Donc —/V (S,)V(Y,,) < Cov(Sp, Yn) < /V(Sp)V(Yy,).
Donc 0 < (Cov(Sp, Y,))? < V(S,)V (Ya).
4
On obtient ainsi 0 < (Cov(S,, Yy))? < %

Par encadrement, hm (Cov(Sn, Y,))? =0, donc lim Cov(S,,Y,)=0.
n— n—-+o00
2b* b?

Comme lim — = lim — =0, on a, avec la question 6.(c), que lim 7,(Z,) = 0.
n—+oo n n—+oo N n—+oo

Exercice 2 (EML 2020)
1. Montrer que f est une densité de probabilité.

e La fonction f est continue sur R sauf éventuellement en b.

e Elle est positive sur R.
+oo
e Démontrons que l'intégrale / f(x)dx converge et vaut 1.
—0o0
Tout d’abord, comme f est nulle en dehors de [b, +o0] :

| e = [ st

—00

2
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Soit B > b. Comme a > 0,

B B z—a® 11
/ f(z)dz = aba/ 27 dr = ab® [] = —p® ( — ) 51
b b —a ]y Ba  b% ) Bo+oo
+o0

Ainsi, f(z)dz converge et vaut 1.
oo

Finalement, f est une densité de probabilité.

2. Comme X () = [b, +o0[, Fx(x) =0si z <b.

3.

Six > b, alors :

T T be t—a T 1 1 b a
F — — _— e a _— = — a _—— — :1— j— .
< () /_Oof(t)dt /b eyt = ab [_GL b <x ba) <x>

0 siz <b,

Finalement, F'x(x) = 1— <b>a siz>b

T

(a) Notons h(z) = bz~'/, de sorte que Y = bU~Y* = h(U). Comme U(Q) =]0,1] et que

h est continue et strictement décroissante sur ]0,1] (& démontrer en faisant 1’étude de la
fonction), on a :

V() = (MU))(Q) = h(U(2)) = h(]0,1]) = [A(1), lim h(z)[= [b, +o0.
Ainsi, si z < b, Fy(z) = 0. Sia > b, alors :
Fy(z) = P(Y <z)=P0OU Y <z)
=P (U*l/a < %) (car b > 0)
- P (U > <%>_ (car =+ 2% est décroissante sur ]0, +00|)
U<

= 1-P ( < ( )a) (car U est a densité)

e (O)

b b : .
Onz>b=0<—-<1=0<|—] <1carx+— z%est strictement croissante sur [0, +0o0]
x x

(SR

s}

car a > 0. Comme U suit une loi uniforme sur [0, 1], Fy/ <<i>a> = <z>a
0 siz <b,
Finalement, Fy (z) = - (b>a Geob
x
D’apres la question 2, on reconnait la fonction de répartition F'x de X qui suit la loi de
Pareto de parametre a et b. Donc Y suit la loi de Pareto de parametre a et b.

(b) On propose la fonction Scilab suivante :

def pareto(a, b)
U = rd.random()
X = bx(Uxx(-1/a))
return (X)

> w [ -
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()
(d)

La variable L est un vecteur contenant 5 approximations de plus en plus précises de E(X)
ou X suit une loi de Pareto de parametres a et b.

L’instruction mystere(2,1) renvoie un vecteur contenant 5 approximations de plus en plus
précises de F(X), ou X suit une loi de Pareta de parametres 2 et 1. Elles semblent de
plus en plus proche de 2. On peut donc conjecturer que, si X suit une loi de Pareto de
parametres 2 et 1, alors E(X) = 2.

L’instruction mystere (3,2) renvoie un vecteur contenant 5 approximations de plus en plus
précises de F(X), ou X suit une loi de Pareta de parametres 3 et 2. Elles semblent de
plus en plus proche de 3. On peut donc conjecturer que, si X suit une loi de Pareto de
parametres 3 et 2, alors E(X) = 3.

L’instruction mystere(1,4) renvoie un vecteur contenant 5 approximations de plus en plus
précises de F(X), ou X suit une loi de Pareta de parametres 1 et 4. Elles semblent ne pas
converger vers une valeur en particulier. On peut donc conjecturer que, si X suit une loi
de Pareto de parametres 1 et 4, alors elle n’admet pas d’espérance.

+oo
X admet une espérance si / xf(x)dx converge absolument.
—0o0

+oo b oo pa too 1
/ zf(z)dr = / Odx + / —dx = aba/ —dx.
—00 —o0 b ¢ b x¢

C’est une intégrale de Riemann, impropre en +00, qui converge si et seulement si a > 1.
Sia> 1, en posant B > b, on a :

B —a+1 1B a
1 z® ab 1 1 ab
He —dr = ab® = — — — .
¢ /b gt T [—a—i—l]b a—1 <Ba—1 ba—1> B—+co @ — 1
ab

a—1"

X admet une variance si et seulement si elle admet un moment d’ordre 2, c’est-a-dire si

+o0o
/ 2% f(x)dz converge absolument.
—0o0

+o0 b +o0 1ba too 1
/ :czf(x)da::/ 0dac+/ — d:z::aba/ —dx.
oo o b ro—1 b ro—l1

C’est une intégrale de Riemann, impropre en 400, qui converge si et seulement si a > 2.

Donc, sia> 1, E(X) =

Sia > 2, en posant B > b, on a :

B —a+2 1B a 2
1 z7° ab 1 1 ab
“ /b g0 =@ [—a—}-Z]b a—2 (B“_Z b“—2> B—4oo @ — 2

. 9 ab?
Donc,51a>2,E(X):a_2.
Par la formule de Koenig-Huygens,
b? ab \? 1 a ab®
V(X) = B(X?)-E(X)2= 2 __ = ab? - = .
(X) = E(XT)=B(X)" = 7= <a—1> Pa—2 T @-12) " a—2)(a—1)2
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5. (a) Pour tout x > b, on a :

P(Y,>zxz) =

I
v
3
: —
IDE
s
Vv
&
~_

P(Xy > x) (car les X} sont indépendantes)

B
Il
—

Il
=
=

|
5
Q

e
I
—_

— Fx(z))" (car les X} ont la méme loi que X)

3n

(b) Comme Xy(Q) = [b, 40, Y, (2) = [b, +00[. Donc pour tout x < b, Fy, () = 0.
Six > b, on a d’apres la question précédente,

Il
TN =
| o

b 3n
Fy,(z)=PY,<z2)=1—-PY,>z)=1- () .
x
0 siz <b,
Finalement, Fy (z) = b\ .
" 1—1 - > b.
- six >

D’apres la question 2, on reconnait la fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant

une loi de Pareto de parametre 3n et b. Donc Y,, suit une loi de Pareto de parametre 3n et
b.

(c) Par linéarité de I'espérance et avec les questions 4.(a) et 5.(b), on a :

3n—1 3n—1 3nb
E(Y,) = g Pn) == =5 = =0

On dit que Y, est un estimateur sans biais de b.

Avec les questions 4.(a) et 5.(b), on a :

V(Y,) = (3n3; 1>2 V(Ya) = (37%3; 1)2 (3n — f)?zlén —2) 3n(3l:— 2)

6. (a) Par linéarité de l'espérance et la question 4.(a) :

1< 1< 1 3b 3
E(Zn):E<nZXk>:nZE(Xk):nxnx2:26.
k=1 k=1

Par indépendance des X}, et la question 4.(b) :

1< 1 < 1 3b2 302
ViZ)=V[-S X ] = =S vixy) = = S A
(Zn) (nkzzl ’“) n2; (X) = 05 XX m T pG =y

2 2
(b) On pose Z] = an. Par linéarité de l'espérance, E(Z),) = gE(Zn) =b.
On a alors 2
4 43
(A = - = —
ViZu) = QV(ZR) 94n  3n’
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7. Les estimateurs Y, et Z/ sont tous les d’espérance égale & b (on dit qu’ils sont sans biais). Ils

9.

prennent donc en moyenne la valeur b ce qui est une bonne chose (I’erreur moyenne est donc
nulle).

On compare les variances de Y, et Z/ (qui mesure la dispersion des valeurs prises par Y, et Z/
autour de b) :

B b? b2 B b2(1 —n)

“3n(Bn-2) 3n n@Bn-2)

Comme n € N*, V(Y,)) = V(Z,) < 0donc V(Y,)) <V (Z,) et Y, est un meilleur estimateur de b
que Z,.

Notons h :  — In(z) de sorte que W,, = h(X,,). Comme X,,(2) = [1,+o0[ et que h est continue
et strictement croissante sur [1,4o00] :

Wi (€) = (h(X0))(Q2) = M(Xn(2)) = A([1, +oo[) = [n(1), lim h(z)[= [0,+ocl.

r—+00
Donc Fw, (x) =0six < 0.

Siz >0,

Fy,(z) = P(W, <z)=PW,) <z)
= P(X, <e®) (par stricte croissante de exp sur R)

= Fx,(¢")
1\ .
= 1-(= (carb=1letx >0 ¢e" >1)
e
= 1l—e .
. . . . 1 1
Donc W, suit une loi exponentielle de parametre a et E(W,) = —, V(W,) = —.
a a

(a) Soit n € N*. On cherche a appliquer le TLC. On commence par déterminer W, et la relier
au 1, de I’énoncé.

On a par linéarité de 'espérance et la question précédente :
E(W,)=E 1ZH:W = ZEW wnx i1
n) — n k - k == n a = CL.
k=1
Par indépendance des W; et la question précédente :
v =v (1S W) = W) S =
( n)— n; k = 2ZV k 7ana2—m.

Irr . T37 ¥ . , .
Comme W, admet une variance non nulle, W,,~ est bien définie et on a :

1
X 1

W E(W, o aymt,
\/vm \/7 e

La suite (W;) est une suite de variables aléatoires indépendantes (par le lemme des coalitions

S

2y = (M, — 1) = T,

1
car les X; sont indépendantes), de méme loi £(a) et admettant une variance non nulle —.
a

Par le TLC, T,, converge en loi vers une variable Z < N (0, 1).
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(b) On cherche a démontre que lim P ([

n—-4o0o

Soit n € N*. On a:
Vn—2 f+2
P([\/ﬁMnS Vi, D
= P([Vn-2<avnM, <yn+2]) (car/n>0et M,(Q) C]0,+o0|)
P2 < ayiM, — Vi <2)
= P(-2<T,<2).

Comme T;, converge en loi vers une variable Z < N (0,1), on a :

lim P(—2<T,<2)=P(-2<Z<2)=8(2) — &(—2) = 28(2) — 1.

n—-+o0o

D’apres ’énoncé, ®(2) > 0.975 donc 2¢(2) — 1 > 0.95.
+2
Ainsi, 11m P ([\F <a \F }) > 0.95.
N . =
V-2 V42
\/ﬁMn " /nbM,

au niveau de confiance 95%.

Donc l'intervalle ] est un intervalle de confiance asymptotique pour a

Exercice 3 (ESSEC II 2009)
1. f est positive sur [0;6] car z > 0 et § > 0 et en dehors car 0 > 0 donc f est positive sur R.

f est continue sur [0; 6] (fonction polynéme), sur | — 0o; 0[ et sur ]6; 00| car elle est constante,
donc f est continue sur R sauf éventuellement en 0 et en 6.

+o00 0 E+1 0 +o0
fg(t)dt—/ Odt+0k+1/otkdt+/9 0 dt

—00

De plus

converge bien car il y a deux intégrales de la fonction nulle et une intégrale non généralisée.
Enfin :

oo k41 [2h17° k+1 6k
[ aen Bt ) ot

Jolt) db =0+ Geer | o), 70 7 o R

—0o0
On en déduit que f est une densité de probabilité.

2. On considere I'intégrale :

+o0 0 E+1 9k+1 +o00
/Oo tfa(t) dt:/OOOdt—i—ekH/Ot dt+/9 0 dt

qui converge absolument car il y a deux intégrales de la fonction nulle et une intégrale non
généralisée. Donc X admet une espérance et :

0 k+2
E+1 04 (k+1)0 k+1
E(X):/ gk+1 ¥ dx:(k+2)9k+1:k+2 :

3. On résout 'équation (en utilisant la linéarité de 'espérance) :

k+ ey k2
0%+ T

b=0<= E(XNX)=0<= X
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4. On considere l'intégrale :

+o0 ) 0 E+1 0 52 +o00
/ tfg(t)dt:/ 0dt+9k+1/0t dt+/€ 0 dt

—0o0 —00

qui converge absolument car il y a deux intégrales de la fonction nulle et une intégrale non
généralisée. Donc X admet un moment d’ordre 2 et :

0
B = [ et L T

e R (7 S e L
D’ou X admet une variance et avec la formule de Koenig-Huyghens :

E+1 (E+1)? _ (k+2)?—(k+1)(k+3)
(k+3 - (k+2)2)92_(k+1>92 T k22(k+3)
1 k+ 1 )

= D Gy T Gr ek

V(X)

5. On fait apparaitre la définition de la variance :
R(T,0) = E(T-9)*)=E((T - E(T)] + [E(T) - 6])?)
= E([T - BT+ [BE(T) - 6 + 2[T — E(T)|[E(T) - 6])
puis par linéarité de 'espérance (remarquons que E(T') et 6 sont des constantes) :

R(T,0) = E(IT — E(T)]*) +b* + 2[E(T) — 0]|[E(T) — E(T)] = V(T) + v*.

6. Avec les propriétés de la variance et en se rappelant que b(AoX) =0 :

B B _ (k+2)? k+1 _ 0?
R(MoX,0) = V(AX) +b* = NV(X) +0° = G (k+3)(k+2)292— Sk

7. On calcule le risque quadratique :

2
ROWX, 0) = \2V(X) 4 12 = A?’”l)ze? + </\k+1 - 1) 62 — 2Q(\)

(k+3)(k+2 E+2
avec :
k+1 ) k+1 2
A = ———— A A — 1
) (k+3)(k +2)2 +<k+2 >
2
_ k41 (1) k1,
(k+3)(k+2)2 " (k+2)? k+ 2
E+1+(k+3)(k+1)2 _k+1
= A\ -2 A+ 1
. (k+3)(k + 2)2 k+2 *
E+1)(1+k*>+4k+3
_ )\QX( +1) (1 + k% + 4k + )_ k:+1>\+1
(k4 3)(k + 2)2 k+2
E+1., _k+1
— —9 1.
T A a ts

8. On étudie les variations de () qui est dérivable, et :

iy 2(k+1) Gkt
@0 = kE+3 A 2k:+2
qui s’annule pour :
2(k+1) kE+1 2(k+1) k+3 k+3
A—2 =0 A* = = .
k+3 kt2 k+2 ~20k+1l) k+2

ce qui donne le tableau :
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A —o0 A* +00
Q') - 0 +
+o0 +o0
k+3

et @ admet bien un minimum global en \* = Pk

9. On remarque le risque quadratique est minimisé en une valeur A\ ou le biais est non nul, et que
le meilleur estimateur n’est pas celui sans biais.

10. Y, suit une loi de Bernoulli de parametre p; avec :

6_990 —9

n
11. > Y] est une somme de n variables de Bernoulli de méme parametre et indépendantes, donc elle

=1
suit la loi binomiale de parameétres n et e~?, qui admet une espérance.

On en déduit par linéarité de ’espérance que Y,, admet une espérance et :

— 1 “ 1
E(Y,) =—-F ( YZ> =—xnef=e".
n

n -
=1

12. La loi binomiale admet une variance, par propriétés de la variance on en déduit que Y,, admet

également une variance et :

_ 1 n 1 _ _ e (1 —e)
V(Yn):ﬁv <ZE> :ﬁxn€ 0(1—6 9):#
=1

13. La somme de variables aléatoires indépendantes suivant les lois de Poisson suit une loi de Poisson,
donc Sy, suit la loi de Poisson de parametre k6.

14. Par définition de la probabilité conditionnelle,

L P(Sa=H)N(X1=0) =
o) = T E—— P =)
P(X, =0)P <22 X; = j> (j)e e~(=D0((n —1)9)7
= P(S, = j) ~ e (ng)i 7t

n
car »_ X; suit la loi de Poisson de parametre (n — 1)6 et est indépendante de X; par mutuelle

k=2
indépendance des X; et lemme des coalitions.

On obtient donc

el D0 1 (16 (1)) 1)
N 4 _— = = 1_ - *
©(5) Y X i x nJ @i < n > ( ”>
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15. Sous réserve de convergence absolue, le théoreme de transfert donne

Z@ —n@ﬂ: —nGZ n (77,9))]

On reconnait une série exponentielle absolument convergente donc ¢(.S,,) admet une espérance
et :
E(p(S,)) =e ™™ x P

16. Sous réserve de convergence absolue, le théoreme de transfert donne

R )

On reconnait une série exponentielle absolument convergente donc ¢(S,) admet un moment
d’ordre deux et une variance et :

0 7n2+(n71)2

('nfl)2 n
E(QD(S”)Q) = e_neeTG =e’ n @ = el n2 9

Par suite L |
Vip(Sa)) =en ' —e = (eﬁ - 1) .

17. (a) On pose f(t) = e’ sur [0;6], de classe C! sur ]0; 6] et continue sur [0; 6].
De plus f/(t) = €' est croissante donc vérifie : pour tout t € [0; 6],
eoget§69<:>1§f'(t)§ee.
L’inégalité des accroissements finis donne alors : pour tous z et t de [0; 6],
Wz —t) < fw) = f(t) < (@ —1)

donc en posant x =0 et t =0 on a :
0

e
g<e? —1<0e? = 1< < el

(b) h est de classe C™ et
Wit)=e’—1—0e?” puis h"(t)=—0%" <0 sur [0;1]

donc A’ est strictement décroissante sur [0; 1].
Or d’apres la question précédente,

WO)=e—1-0>0 et R1)=e—1-0e <0
Le théoreme de la bijection assure que h’ s’annule en une unique valeur « € [0; 1], et que
h'(t) >0 sur[0;af , A(a)=0 et A(t)<0 sur]a;l]

donc h est strictement croissante sur [0; ] et strictement décroissante sur [a; 1].

0
-1 1
n n n

Or h(0) =0 et A(1) = 0 donc h(t) > h(0) = 0 sur [0; ] et h(t) > h(1) = 0 sur [«;1] donc
finalement h(t) > 0 sur [0;1].
On applique ce résultat a t = % et on obtient :

(¢) On remarque que :

1 1 1 0 -1
h<>:€9+1__6220<:>6336+n .
n n n n n

10
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(d) On calcule les deux risques quadratiques :

-0 v 9 — 6_0(1 — 6_9)
R(ane ) = V(Yn) +0" = V(Yn> =

d’une part, et d’autre part

avec le résultat de la question c.
On en déduit que le meilleur estimateur de e~? au sens du risque quadratique est ¢(S,,).

18. On calcule Inp(6, k) et sa dérivée pour k =0et 1 :

0 1 0
Inp(f,1) =1In6 donc %hlp(& 1) = 7’ Inp(A,0) =In(l —6) donc %lnp(Q,O) =-1"3

et on obtient ensuite :

[(g)fﬂjL -0 1. 1 _1-046_ 1
T T =02 6 1-60 6(1-6) 61-06)

19. (a) Ici on a pour tout k € [0; NJ,
N ok N—k N
p(0,k) = P 0%(1—0) donc  Inp(6,k) =In ) +klnf+ (N —k)In(1 - 0).

On dérive par rapport a 6 :

0 k N—-k k—kO—NO+kO k—NO
ao PR = e - Ty T T ea—e ei—o0)
Enfin
Ix(0) = i (’“‘Ne>2 X <N>0k(1—e)Nk -1 3 (k—NB)? (N)aku—a)N’f.
=\ 0(1-0) k 21— 02 = k
(b) En reconnaissant N§ = E(X) on a
)= Sk BOORP(X =) = B - B
TR -0 & YT 21— 0)2

par théoreme de transfert.

Enfin on reconnait la définition de la variance, et cela donne

1x(6) = V(X)  NO(1-6) N
X T ea o2 T 21-02  0(1-0)
20. (a) Pour k € Non a
9k
p(0,k)=P(X =k) = e—f’y donc  Inp(0,k) = -0+ kln6 — In(k!)

11
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et on dérive :

0 k
—1 —14+ .
50 np(0, k) = + 0
D’ou
o 2 kN2 0 K2k 0
ek 0k—1 k@k_2
—0 —9 —0
frg _ —2 .
¢ X R TR T

On reconnait la somme de trois séries exponentielles, toutes trois convergentes donc la série
converge.

Calculons les sommes de ces séries :

S CA
B T g2 B +oo ek 2
_ 9;( BZ

On en déduit finalement que

11
Ix() =1-2+1+4 ;=1

(b) C’est le théoreme de transfert : I’absolue convergence de la série a été prouvée, on obtient

E ((;)Hlnp(e X)>2] = :Zj((%lnpw k))zP(X =k)
+00 2
- > (39 1np<97k>) p(0,K) = Ix(0)
21. On a
f0,z) = \/12?6_(9629)2 donc Inf(0,z)= —%(ln2 +Inm) — (z—0)°

et en dérivant

d d ?
%ln[f(ﬁ,m)]zx—e et enfin <691 [f(, :E)]) = (z—6)2

D’otut sous réserve de convergence,

12
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22. On reconnait avec le théoreme de transfert, avec E(X) = 6 et toujours sous réserve de conver-

gence,
Ix(0) = E((X - 0)*) = V(X).

Or on sait que X admet une variance (et méme des moments de tous ordres) donc cette intégrale
converge absolument.

On en déduit que Ix(0) existe et que Ix(#) = V(X) = 1.
23. A nouveau le théoréme de transfert : question identique & 20.(b) mais avec une variable a densité.
24. (X = k)ie[o;n] est un systéme complet d’évenements donc
N N
S b0k = 3 POX -
k=0 k=0

On dérive cette égalité par rapport a 6 :

PR
k=0
et la somme est finie donc par linéarité de la dérivée :
N
0
> <89p(9,k:)> =0.
k=0

25. Par dérivée de la composée, on remarque que :

0 0 1
—1 0,k) = =p(0,k

5 (0.5 = (500.0)) x s

Par théoreme de transfert (la convergence absolue est vérifiée puisque la somme est finie), on
obtient alors :

E [(;99 In(p (G,X))] -

\ Q>

In(p(0, k)) x p(6, k)

>

(%p(@,k‘)) < (01 5 ¥ p0.F)

p(97 k) =

Il
M= 1= 1=
N Q

B
g
gl

26. Comme on ne sait pas si on peut échanger dérivation et espérance, on revient a la somme :

9
> 55 (6, k) x p(6,k) =0,
k=0

que 'on dérive par rapport a 6 :
i 8—21n(p(6’ k)) x p(6,k) + 2ln(p(G k)) x 2(6’ k)=0
— 062 ’ ’ 00 ’ 06"’

donc

N N
S D (0, 8) % 9008 =~ 3 2 (o6, 1) (0,8,

k=0 k=0

13
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27.

A gauche on reconnait par théoreme de transfert £ (53—922 In(p(0, X )))

A droite on part du résultat a obtenir et on transforme avec le théoreme de transfert :

2 N 2 N
E ([;9 lnp(G,X)] ) = kz_:_o [;9 In p(0), k)] xp(0, k) = kzzo % Inp(0, k) x % Inp(0, k) x p(0, k).

Or g5 lnp(0,k) = 5(p(0.k)) x gz done :

2 N
k=0
N

= 3 Do) < 2 p(0.)

=
Il

0

et on reconnait bien ’expression de droite de I’'égalité obtenue en dérivant.

On obtient finalement :

E <§; 1n(p(e,X))> = —F ([859 1np(9,X)r> .

Par théoreme de transfert,

donc en dérivant :

Or on a déja vu que %hlp(@, k)= %(p(@, k)) x m donc

o B0.K)) = - (O, ) % p(6. )

et enfin :

N
0
70 = 3 1(8) | 55 1mp(0.5)] x (0.
Pour la deuxieme égalité on part de la droite : par linéarité de ’espérance,

B (1) = 9000 | gy 0. 0] ) = £ (100) | gm0, 30| ) =901 (| mpt6.0) )

La premiére espérance vaut ¢'(f) par la question précédente (avec une nouvelle fois le théoréme
de transfert) et la 2e vaut 0 par la question IVA2.

On obtient finalement

J6)=E ((f(X) S0) [59 mp(e,X)D .

14
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28.

29.

(a)

On développe, avec la linéarité de ’espérance :

2
L) = E(((f(X)—g<0>>+t§91n<p<e,X>>))
2
- E(t2 (55 mie(0.0) 42 <<f<X>—g<e>>§91n<p<e,X>>>+<f<X>—g<e>>2>

- 28 (((.f@ln@(e,xn)?) w8 (((3) - 9(0)) gy w6, X) )

+B ((£(X) - 9(6)%)
= 2Ix(0) + 2tg'(6) + E(f(X) — E(F(X))P) = £1x(6) + 2t/ (6) + V (£(X)).

car par définition E(f(X)) = g(0).

On calcule immédiatement :
A =4g'(0)* — 4Ix ()V (f(X)).

Pour justifier que A < 0, il faut prouver que le polynéme L(t) ne change pas de signe (avec
le signe du trinéme) :

En effet si A = 0, le trindme change de signe entre ses deux racines, si A = 0 il s’annule
une fois et reste de signe constant ailleurs, et si A < 0 il ne s’annule jamais donc ne change
pas de signe.

Or on se rappelle que L(t) est l'espérance d'un carré, elle est donc toujours positive ou

nulle, et on a bien A < 0.

(¢) On en déduit que
4([g'O) — Ix OV (f(X))) < 0= V(f(X)Ix(8) > [¢(0)]* <= V(f(X)) >

Par linéarité de 'espérance, propriétés de la variance et indépendance des (X;) on obtient :

i=1 i=1 i=1 i=1

n

30. On estime dans cette question g(6) = 6, donc ¢'(6) = 1.

31.

On a calculé précédemment :

= 17 et enfin (g'(8))"

0 V(X,) nlx, (9)

1 S
Ix,(0) = 9 donc nlx,(0) = =V(Xn).

On en déduit par Cramer-Rao que pour tout estimateur 7, sans biais de 0,
V(T,) > V(X,)

et donc X, a le plus petit risque quadratique possible parmi les estimateurs sans biais de 6.

On estime cette fois g(6) = e~? donc :

g0)=—e" puis (d0)* = et

nlx, (9) B
D’autre part on a
- 0 _ 0
V(p(Sy)) = =20 (en —1) s
8
n

car - —— (0 et on utilise 'équivalent e® — 1 5T

n——+o0o

15
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32. A la limite, (S,) est optimal parmi les estimateurs sans biais de e=?.

33. Non, on a vu a la partie 1 que le meilleur estimateur en terme de risque quadratique n’est pas
forcément sans biais; il faudrait donc faire une étude générale avec les estimateurs biaisés.
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