ECG2 - Mathématiques appliquées Lycée Clemenceau - Reims

—— Correction - AP 3
Trace d’une matrice carrée - Indice de Gini

Exercice 1 (Trace d’une matrice carrée) n n
1. A laide de la définition de t, on a: t(I,) =Y [Tnlii= » 1=mn.

2. (a) Soient A et B deux matrice de .#,(R) et A € R.

n n n n

tAA+B) =Y A+ Blii=> (MAlii+ [Blis) = A _[Alii + Y _[Blis = At(A) + £(B).

=1 i=1 i=1 =1

(b) Comme t : #,(R) — R, I'm(t) est un sous-espace vectoriel de R. Donc dim(Im(t)) =
(et Im(t) ={0}) ou dim(Im(t)) =1 (et Im(t) = R). Or t(I,) = n # 0 donc Im(t) # {0 }
Donc I'm(t) = R et une base de Im(t) est le nombre 1.

(c) Par théoreme du rang : dim(Ker(t)) = dim(.#,(R)) — dim(Im( ) =n%—1.

On résout I'équation t(A) =0& Y [A];i =0 [Alpn = — Z [A];;. Donc :
n—1

Ker(t) = {A € Mu(R) | [Alnn = — Y _[Alii} = Vect(M1, Ma, .., My1)U(E; j)1<i<n,1<j<n,i%))
i=1

ou Vi € [1;n — 1], M; est la matrice diagonale ayant un 1 sur le i-itme coefficient de la
diagonale et un —1 sur son dernier coefficient, et nulle ailleurs, et pour tout i # j, E; ; est
la matrice nulle sauf le coefficient de la ¢-ieme ligne et de la j-ieme colonne qui vaut 1.

La famille obtenue est une famille de n — 1 +n? —n = n? — 1 vecteurs, génératrice d’'un
espace de dimension n? — 1 donc c’est une base de cet espace.

3. (a) Soit A € #,(R)), on sait que ‘A est, par définition, la matrice de .#,(R)) telle que
V1 <i<n,V1<j<n,['A],;=[A].
Ainsi, un matrice et sa transposée ont mémes coefficients diagonaux donc :

n n

t("A) = Z[tA]M = [Ali; = t(A).

(b) Soient A et B deux matrice de .#,(R). Alors :

n n n n
HAB) = SoABL = 30 S A8l = 303 (Bl
=1 =1 k=1 i=1 k=1
= Z Z kilAlik (en échangeant les sommes : valide car indices non dépendants)
k=1 1i=1
n
= S IBAl = (BA).
k=1

(c) Soient A et B deux matrices. Supposons qu’il existe P inversible telle que B = PAP~! (on
dit alors que A et B sont deux matrices semblables).

t(B) = t(PAP™')=t((PA)P™') =t(P"!(PA)) (d’apres la propriété ci-dessus)
t(P71PA) = t(IA) = t(A)

Deux matrices semblables ont donc méme trace.
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(d) A est diagonalisable donc elle est semblable & une matrice diagonale. Il existe donc une
matrice P inversible dont les colonnes sont constituées d’une base de vecteurs propres (en
rassemblant une base de Ej,, une base de E),, ..., et une base de E) ) et une matrice
D diagonale dont la diagonale contient les valeurs propres A1,...,\, de A ot \; apparait
dim(E),) fois.

Comme deux matrices semblables ont méme trace, on a :

p
HA) =tD) =M+ ...+ +da+. .+ dgt A+ Ay = dim(Ey) x A
~—_——

dim(Ey, ) fois dim(E), ) fois dim(E, ) fois =1

Exercice 2 (Indice de Gini - Sujet ESSEC II 2017)
Avant de donner la correction de ’exercice, faisons quelques rappels sur les fonctions convexes.

Définition.
On dit qu'une fonction f est convexe sur un intervalle [ si :
V(z1,29) € I7, YA€[0,1],  f(Az1+ (1 —Nag) < Af(21) + (1 — ) f(2).

On dit que f est concave sur I si —f est convexe sur I, c’est a dire si :

Y(zy,x2) € I?, YA€ [0,1], fOxi+ (1= Nazg) > Mf(z1) + (1 — N f(z2).

Interprétation graphique.

e Si f est convexe, pour tout (z1,z2) € I?, I'image de tout point du segment [z1,xs] est en
dessous de la corde passant par les points (z1, f(z1)) et (z2, f(x2)) :

€y

flx1) @===--=

L e

R
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8
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N

e Si f est concave, pour tout (x1,73) € I?, 'image de tout point du segment [z, 2] est au
dessus de la corde passant par les points (x1, f(z1)) et (zo, f(22)) :
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— Propriété 1 (Inégalité de Jensen)

On suppose que f est convexe sur I. Alors, pour tous x1,...,x, choisis dans I et tous
réels A1,..., A, > 0 de somme égale &4 1, on a :

f(/\lxl + -+ /\nxn) < Alf(«rl) + o+ )\nf('rn)

Preuve. Notons #(n) la propriété ”pour tous z1,...,x, choisis dans I et tous réels \,..., A\, >0
de somme égale a 1, f(A1x1 + -+ + Apxn) < Aif(z1) + -+ M f(zn)”.

Ini. Sizi,z0 €1 et A\, 3 >0telsque \{ + Ao =15 Ao =1— A;. Comme f est convexe,
furs + Aaz2) = f(Mz1 + (1= A)wz) < A f(z1) + (1= M) f(22) = Mf(w1) + Ao f (z2).
Donc &(2) est vraie.

Héré. Soit n > 2. Supposons que &(n) est vraie. Montrons que Z(n + 1) est vraie.

Soit x1,...,&n, Tnat1 €6 AL, ..., An, Apr1 positifs de somme égale a 1. Si un des A\; = 0, on peut
appliquer I’hypothese de récurrence et c’est terminé.

Sinon, les A; sont tous non nuls et comme la somme vaut 1, Ap,+1 # 1. Alors :

f(Alwl‘%---+‘An$n‘+'An+1$n+1)

Al An
= (e (=M M Y
f (k 4—1) ( 1_ A7b+1131 + + 1 __}Xn4_137 > + Ap41T _+1>

A An
< (1= Aagn)f (1_;+1$1 +..+ $n> + Any1f(Tng1) car f convexe

‘ 1-— >\n+1

A n
< (1=Apt) (1_;+1f(»’61)+~--+1_)\+1

= Alf(xl)_F~--+'Anf(xn>*‘An+lf(xn+1y

f(%z)) + At1f(xzpy1)  par hyp. de réc.

A A 1—A
On a pu appliqué 'hyp. de réc. car les ——— > 0 et g ! = ntl .
1 — 1-—
Ainsi, Z(n + 1) est vraie.

Ccl. Par récurrence, on a démontré le résultat pour tout n > 2.

Remarque. Si f est concave sur I, alors on a :

Oz + -4+ Apzn) > A f(z) + -+ A f(2n).
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— Propriété 2 (Inégalité des pentes)

Une fonction f : I — R est convexe si et seulement si

becl aebee o IO-F@ _fO- 1@ _ )~ 10)
Y ’ b—a ~ c¢c—a ~— c¢—b
Preuve. Proposons une preuve géométrique de cette propriété :
f(b; — /(a) = pente de (AB),
—a
\ fle) = f(a) = pente de (AC),
: c—a
R"“‘x-_____ J(e) = g(b) = pente de (BC).
c—

On remarque alors graphiquement qu’on a bien :

—a c—a c—b
Remarque. Si f est concave sur I, alors on a :
dabecl achee = TO=F@ 1A= f@) £~ 1)
b—a c—a c—b

— Propriété 3 (Premiere caractérisation des fonctions convexes de classe €!)

Soit f une fonction de classe €' sur un intervalle I. Alors :
(1) f est convexe sur [ si et seulement si f’ est croissante sur I.

(2) f est concave sur I si et seulement si f’ est décroissante sur I.

Preuve. Prouvons que si f est convexe sur I, alors f est croissante sur I.
Soit a,b € I avec a < b. Soit x €]a, b[. Avec la propriété précédente, on a :

fa) = fa) _ F6) = f(a) _ f0) = f(@)

T—a b—a b—=x

Comme f est dérivable en a, on a par passage a la limite quand x — @ dans la premiere inégalité :

b) — f(a)
)
fa) < 1O
De méme, comme f est dérivable en b, on a par passage a la limite quand x — b dans la deuxiéme
inégalité :
fo) = fla) _
< (b
pone £(6) - (@)
— f(a
7o) < =1 < .
—a
On a ainsi démontré que pour tout a,b € I, si a < b alors f'(a) < f/(b). Donc f’ est croissante sur I.

O
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— Propriété 4 (Deuxieme caractérisation des fonctions convexes de classe ¢!)

Soit f une fonction de classe €' sur un intervalle I. Alors :
(1) f est convexe sur I si et seulement si € est au dessus de chacune de ses tangentes.

(2) f est concave sur I si et seulement si € est en dessous de chacune de ses tangentes.

Preuve. Prouvons que si f est convexe sur I, alors €5 est au dessus de chacune de ses tangentes.
Soit a € I et considérons la fonction ¢ définie sur I par :

© est définie, continue et dérivable sur I et
/ !/ /
¢ (z) = f(z) = fa).

Comme [’ est croissante sur I car f est convexe (d’aprés la propriété 3), on obtient le tableau de
variation suivant :

@' () - 0 +
0
o()

Donc pour tout z € I, ¢(z) > 0 < f(z) > f(a) + (x — a) f'(a).
Ainsi, €7 est bien au dessus de sa tangente en a, avec a un point quelconque de 1. Il

— Propriété 5 (Caractérisation des fonctions convexes de classe 62)

Soit f une fonction de classe €2 sur un intervalle I. Alors :
(1) f est convexe sur [ si et seulement si pour tout = € I, f”(x) > 0.

(2) f est concave sur I si et seulement si pour tout x € I, f”(z) <0.

Preuve. Avec la propriété 3, on a :

f est convexe sur I < f’ est croissante sur I < f” > 0 sur I.

Exemples d’applications : les inégalités de convexité.
1. Montrer que : Vx € [0,1], z +1 <e* < (e — 1)z + 1.

&y, Correction.

On remarque que f(z) = e” est convexe sur [0, 1] (et méme sur R) donc elle est au dessus de
sa tangente en 0 d’équation y = x + 1 et que sa corde sur [0, 1] d’équation y = (e — 1)z + 1.
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2. Montrer que la moyenne géométrique de n nombres x1, ..., x, positifs est toujours inférieure ou

égale a la moyenne arithmétique de ceux-ci :

r+xr2+...+xy
- .

Yrixe ... TH <

&y Correction.

Si 'un des x; est nul, alors I'inégalité est évidente. Sinon ils sont tous strictement positifs
et, par croissance de In sur R* |

T1t+x2+...+ 2y

n

1 +2x2+ ...+ Ty
)

Yxi1xg ... Ty <

& In(Yrize.. . xp) <Iln <

In(z1) + In(x2) + ... 4+ In(x,) <ln <:U1 +aa+... —I—xn)
n - n '

Cette derniere inégalité est vraie car c’est l'inégalité de Jensen en prenant f(x) = In(z)

1 n
qui est concave et A\; = — pour tout i € [1,n] de sorte que g A= 1.
n
i=1

Voici maintenant la correction de 'exercice :

1.

(a)

La définition d’une fonction convexe sur J signifie que sur tout segment [¢1, t2] de J, 'image
de tout point du segment [t1,t2] est en dessous de la corde passant par les points

(t1, f(t1)) et (t2, f(t2))-
Lorsque f est une fonction de classe C! sur [0,1], f est convexe sur [0,1] si et seulement si
sa dérivée est croissante sur [0, 1].

D’aprés 1’énoncé, f est concave si —f : ¢ f(t) — t est convexe.
Montrons que — f est convexe : V(t1,t2) € [0,1]2, VYA € [0,1],,

—fQt+ (1= Nta) = f(A+ (1= Nt2) = (M1 + (1= M)t2)
< Af(t)+ (1 =N f(t2) — M1 — (L = N)ta  (car f est convexe)
= Af(t) —t1) + (1= A)(f(t2) — 12)

A (=F(t) + 1= ). (-f(t2)

Ainsi, —f est bien convexe, c’est-a-dire que f est concave.

Toutes les fonctions intervenant dans le calcul sont continues sur le segment [0, 1] donc y
admettent une intégrale. Et par linéarité de I'intégration sur [0, 1] :

=2 [fan- [ som) <2 ([5] - [ ) <12 [ s

1
1 1
On remarque dans le calcul précédent que / tdt = 3 2= —7—
° J

tdt
0
1
1 RGO
Ainsi, I(f) = 2/ (t— f(t))dt = 01— est la proportion de 'aire entre la courbe
0
tdt

0
de f et la droite y = x dans aire entre 'axe des abscisses et la droite y = x sur le segment
[0, 1].
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3.

(a)

(b)

()

(d)

0.8+
tt

0.6

fonction f

0.4+

0.2+

-0.21

vt € [0,1], t? € [0,1] donc f est bien définie sur [0, 1], & valeurs dans [0, 1] et en particulier
f0)=02=0et f(1)=12=1.

f est de classe C? sur [0,1] comme fonction polynomiale. En particulier, elle est bien
continue et f”(t) =2 > 0 donc f est bien convexe.

Finalement, f est bien un élément de F.

1 371
2 1
I(f):12/ t2dt212[t] _1_2_ =
0 3 0 3 3

Montrons que f > 0 sur [0, 1] :
Comme l’énoncé donne les valeurs de f(0) et f(1), V¢ € [0,1], appliquons l'inégalité de
convexité avec t1 = 1,to =0et A=1t:

Ft1+(1—0).0) <LF)+ (1 —1).f(0) & f(t) <test—f(t)>0

1
Ainsi, Vt € [0,1] f(t) > 0 et par croissance des bornes, / f)dt > 0 donc I(f) > 0.
0

1
I(f)=0«< / f(t)dt =0Vt e[0,1], f(t) =0 car f est continue et positive sur [0, 1].

0
Ainsi, I(f) =0 & Vt € [0,1], f(t) =t.
Pour tout f élément de E, f est continue et positive et f # 0 (car f(1) = 1) donc
1 1
/ f(@®)dt > 0. Ainsi, I(f)=1— 2/ f)dt < 1.
0 0

Pour tout entier n > 0, on définit f,, sur [0, 1] par f,(¢) = t™. On peut vérifier que f, € E
(méme raisonnement qu’a la question 3.(a).

1 tn+1 1 2
i I(fn):1—2/ t”dt:1—2[ ]
0 0

T+l
ii. e Méthode 1 : La question précédente donne lirf I(f,) = 1. Donc, par définition de
n—-+00

n+1

la limite, en posant e = 1— A > 0, il existe N € N, tel que pour tout entier n > N,
1—e<I(fn) <1+e. Ainsi, en particulier, pour tout n > N, I(f,) >1—¢e = A.
Donc f = fy convient.

e Meéthode 2 : Cherchons les entiers n € N* tels que I(f,) > A :

2 n+1
I Aol - s As - Ae b
(£n) > ntl ntl s 5 T 1A

car 1 — A >0,
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= > 2 1& > 2
"4 "= Tal

2
En posant N = LAJ, alors f = fy convient.

5. (a) f € E donc f est continue sur [0,1] et ¢ — ¢ est continue sur [0,1] donc f est continue
sur le segment [0,1]. Or toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses
bornes. De plus, f(0) = 0—f(0)=0, f( )=1—f(1) =0et f(t) > 0 sur ]0,1[ donc il
existe tg dans 0, 1[ tel que f(to) = tlél[gx f(@).

)

t t t
(b) Onremarque que t = t—.to e do+(1— t—) .0 . Ainsi, en appliquant I'inégalité de concavité
0 0 0
A f avec t; = tg, ta = 0 et A:t— € [0,1] car t € [0,%p], on a :
0
~ t t =~ t ~ t ~
=7 (1t = 000) = Dft)+ (10— D). J0) = .f)
0 0 —~ to

=0—£(0)=0

t—1 t—1 t—1 t—1 t—1
(c) Onremarque quet = (to—1)+1 = to— +1 = to+ (1 - > 1.

to—1 to—1 0 4 —1 to— 1 to— 1
~ t—1
Ainsi, en appliquant I'inégalité de concavité a f avec t;1 = tg, to =1 et A = ; 1 € [0,1]
0—
(car t € [tg,1] donc tp — 1 < t —1 < 0 donc en multipliant par 1 < 0, on a
0—
t —
1> >0), on a
to —
~ ~(t—1 t—1 t—1 - t—1 t—1
t) = t 1-— 1] > t 1——). 1 = —7._f(t
Fo = (= 0= 2D0) 2 w02, ) = £
=1—f(1)=0
(d) Ainsi,

1 to _ ~
I(f):2/0 Fftydt = 2/0 Fydt+2 [ f@®)dt (Chasles)

to

f (to)dt (questions précédentes)

1y
tt.f(to)dtJrQ/ i1

to 0_1

to 1 _
_ / tdt+2ft0)/t tto _11dt
B t-—121"
B {Qto] +2.4() [Q(to - 1)L0
1 0

S f<>§—2f@@t21
= f(to)

IV
[\
h

N
6. (a) e Pour toutie [1,n], p; = NZ > 0 car d’apres ’énoncé, on a n; > r; € N* donc n; > 0,

n
et donc N = an > 0.
i=1

= n 1< 1
—_ 1 Lo— —_
° ;pi—le—N;m—NN—l.
1= 1= 1=
Ainsi, la famille P = (p;)1<i<n définit bien une loi de probabilité.

On prouve par un raisonnement similaire que les familles Q = (¢;)1<i<n €t R = (ri)1<i<n
définissent des lois de probabilité.
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(b) Pour tout ¢ € [1,n — 1], d’apres I’énoncé, on sait que

€Z§52+1<:>igil<:>&:7i§7 i+1 _Qz+1
ni ~ Nyl pi Xng T Xnigr piga

(¢) On remarque que pour tout i € [1,n],
LK _Nyi _Nni—xi

g(l - Ei)-

Or, pour tout i € [1,n — 1], d’apres I’énoncé,

N N T3 Ti+1
g<egmel—g>2l—cgne—=1-¢)>—=(1—¢ &S — >
i > Ci+1 i = i+1 Y< z) = Y< z-l—l) pi = Pit1
(d) Pour i appartenant a [1,n],
ng X z; Ny —T4
Pi—¢i N-NX_ N _M-% N _nmi-w vy
1—¢ 1-% N X N N-X N-X Y '

7. (a) D’apres I’énoncé, on a :

1 1 11
*r=j3 et =3 done (P, Q1) = (p1, 1) = <2’3>'
) 1 31
* p2 = et gp =g donc (P2, Q2) = (p1 +p2,q1 +¢2) = <4’2>'
1 1
cm= ot = donc (P3,Q3) = (p1 +p2 +p3,q1 + 2 + q3) = (1,1).

On place les points de coordonnées (P;, Q;)o<i<3 et on les relie par des segment, on obtient :

1.4

0.8
0.6
0.4

0.2

(b) Soit ¢ appartenant a [1,n]. La pente de la droite passant par les points de coordonnées
(Pi—1,Qi—1) et (P;,Q;) est :

i i—1
Z 4n — Z 4
h=1

h=1 @

7 i—1 pz
D =)
h=1 h=1

w Qi — Qi1 _
' P - P
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8.

()

()

(a)

(b)

D’apres la question précédente, ¢ est de pente u;11 donc il existe b € R tel que ¢(t) =
uit+1t + b, avec b a déterminer.

On sait que o(P) = Q; © ui1 P +b=Q; & b=Q; — uj+1P;.

Ainsi, o(t) = uir1(t — By) + Q.

On admet que, la suite (u;)1<i<, des pentes de ¢ étant croissante (d’apres 6.(b)), ¢ est une
fonctions convexe.

Pour tout ¢ € [0,n — 1], ¢ est continue sur le segment [P;, P;+1] en tant que fonction affine

et ¢ est continue en Py (car lim ¢ = hm ¢ = Qi+1 = ¢(Pi+1)). Donc ¢ est continue

x%P;rl .’L’*)PZ+1

sur [0, 1].

©(0) = p(Fo) = Qo =0 et (1) = o(P,) = Qn = 1.
Finalement, ¢ appartient bien a F.

Pour i € [0,n — 1],

Pty Py _ P2 Pip1
[ ewar = [ - )+ Qo - [uiﬂwwit]

P; P; 2 P;
= Uz’+1(PM2)+Q( Py — )
o Qi-l—l Qz( +1 — P)
= Pz‘+1 —P 9 +Qz( i+1 — P)
_ (1D2+1 ) (Qz+12 Qz + Qz) _ ( 1 — P) (Qz+12+ Qz) )
1
I(p) = 1—=2[ ot d’apres 2.(b))

£)dt + / ® ottt / " w(t)dt) (Chasles)

P P,_

o fo
e
(-

= 1—22/ o(t)dt

i=0 ' Pi
— 1 - 22 +1 — <Q1+12+ Ql) .

Soit ¢ € [1,n]. La pente de la droite passant par les points de coordonnées (P;_1, R;_1) et
(P;, R;) est :

v — Ri—Ri1 1

" PP pi

On consideére I'application ¢* définie pour tout ¢ € [0, 1], par ¢*(t) =1 — (1 —t).

i. D’aprés ’énoncé, on a :

1 ) 1 2
*m=3 et ry = 3 donc (P1, Ry) = (p1,71) = (273)-

1 1 35
°p2=7 et ro = 6 donc (P, R2) = (p1 +pa, 11 +12) = <4’6>'

1 1
°p3=7 et r3 = 8 donc (P3,Q3) = (p1 +p2 +p3,r1 +r2 +173) = (1, 1).

10
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Pour tracer 1, on place les points de coordonnées (P;, R;)o<i<3 et on les relie par des
segments.

De plus, pour tout i € [0,n—1], ¢ est affine sur [P;, P;y1] et vaut ¥ (t) = viy1(t—P;)+R;,
donc ¥* est affine sur

{tE[O,l]‘Piél—tSPi_i_l} = {tE[O,l]ll—B_i_lStSl—Pi}
= [1=Pyu1-PF] =11, 11,4

car elle vaut *(t) =1 — vi11(1 —t — P;) + R;.
En posant le changement d’indice j = n—i, 1" est donc affine sur les segment [II;_1;II;],
pour tout j € [1,n]. De plus,

° HOZI—szoet @Z)*(Ho):1—1/)(1—1_[0):l—w(Pg):l—R;g:O.

0H1:1—P2: et@ZJ*(Hl):1—¢(1—H1):1—¢(P2):1—R2:

DN | = | =
Wl =

o [[b=1—-P = etw*(ﬂg):1—¢(1—H2):1—1/J(P1):1—R1:
° H3=1—P0:1€t 1/J*<H3):1—§/}(1—H3)Zl—w(Po):l—Rozl.
Pour tracer ¢*, on place les points de coordonnées (II;, *(I1;))o<i<3 et on les relie par
des segment.

courbe de y

0.8+

courbe de y*

0.64

0.41

0.24

ii. On admet que v étant continue et la suite (v;) de ses pentes étant décroissante (d’apres

6.(c)), la fonction 1 est concave.
Montrons alors que 1* est convexe : V(t1,t2) € J2, VA € [0,1],

P M+ (1 =MNt2) = 1= (1 -1+ (1= MNta))
= 1—9 (AF1-A— A1 — (1 — M)ta))
= 1-9y A+ =ty )
= 1— A1 —-t)+ )
>AP(1—t1)+(1=N)p(1—t2)  car ¢ est concave
< 1= —t)+ (1 =Np((1 —t2))
= A+ — (1 —t1)
= A1 —9(1—t))+

iii. cf question 8.(b)i.
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iv. On a pour tout i € [0,n], v*(I;) =1 -y (1 —-11;) =1 —¢(Py—1) =1 — Ry—;.
La pente de ¢* sur [II;_1,II;] est donc
1—Rnpi—(1—-Ry 1) Ry iy1 — Rny
IL — ;4 1= Pui—(1=P,__1)
Rp—iv1— Rn—i  Tn—it1

= = Un—i+1-
Po_iv1—PFPoi  Pn—it1

9. (a) Siy =1* alors elles ont méme pente donc, pour tout 7 € [1,n], u; = vp—it1.

Or,
Li >
S_mi _ X _G_,
IS { & Di ’
N N
et
1— LTn—i+1 Np—i+1 — Tn—i+l Yn—i+1
l—epn—it1 Np—itl Np—it1 Mg
1—¢ B ﬁ N-X X
N N N
Yn—i+1
. Y _ Tn—g+1 -
N Mn—it1 N Pn—it1 T o
N

Ainsi, par égalité des pentes,

& l—ep_it1
v _ - cn—itl 1
. (1)

€
(b) On applique ’égalité (1) en posant le changement de variable j =n —i+1 € [1,n] (et en

le renommant i), on obtient
En—it1 _ 1—¢&

(2)

€ 1—c¢
Sommons les égalités (1) et (2) :
€it+en—iv1  2—(ei+en—iv1) & +eEn—it1 | € +En—iy1 2
= o + =
€ 1—¢ € 1—¢ 1—¢
& +en—iv1 2

— & e s :2
8(1—8) 1—¢ € + En—i+1 €

g  En—it1 1
(c) Nous avons montré aux 2 questions précédentes € 1—¢ 1—¢
& +en—it1 =2

En effectuant le pivot Lo < (1 — &)L — Lo, on obtient :

gi(1—2¢) =¢e(1 — 2¢).

1
(d) On suppose que € # 3’ alors 1 — 2e # 0. On divise I'égalité précédente par 1 — 2¢ et on
obtient que pour tout ¢ appartenant a [1,n], &; = ¢.
Si ¢ est égale a son adjointe, alors le pourcentage de femmes (ou plus généralement de
personnes de classe I.) est le méme dans toutes les catégories socio-professionnelles. Il n’y

a donc aucune inégalité sociale entre les femmes (personnes de classe 1.) et les hommes
(personnes de classe II.) .
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