ECG2 - Mathématiques appliquées Lycée Clemenceau - Reims

— Correction - AP 5

Variables aléatoires discretes

Exercice 1 (ECRICOME 2018)
1. e A chacun des trois lancers, on a une probabilité p = 2/3 d’obtenir Pile (et 1/3 pour I’alternative
contraire), on reconnait en X une loi binomiale

X < B(3,2/3).
e On voit que
P(A) = P((X = 0)U(X = 2)) = P(X = 0)+P(X =2) = [ - a2 Klo1t3x4_18
B B I B -7 \3 3 32T
2. Voici le programme demandé :
1 |def simulX()
2 res = 0
3 for k in range(3):
4 if rd.random() < 2/3 :
5 res = res+l
6 return(res)

3. Pour chaque valeur de X, on a une valeur différente de G. Si X =0, alors G =0, si X =1, alors
on perd 10 euros et G = —10, si X = 2, alors on gagne 20 euros et G = 20. Enfin, si X = 3, on
perd 30 euros et G = —30. Au final,

G(Q) = {—30,-10,0,20}.

Alors :
« P(G=—30)= P(X = 3) = (i)g—;
. P(G:—lo):P(le):3><§>< (;)2—3
« P(G=0)=P(X =0) = <;>3:217
. P(G:2O):P(X:2):3<§>2><:1)):;1.

4. Comme G est a support fini, elle admet une espérance et on a :

E(G) = -30P(G = —30) —10P(G = —10) + 20P(G = 20)
= 30><8 10><2+20><4— 20
- 27 9 9 9

On trouve donc que E(G) < 0 et le jeu est défavorable au joueur.

5. Voici le programme demandé :
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1 |def simulGQ):

2 n = simulX()

3 if n==0:

4 return(0)

5 elif n==1:

6 return(-10)
7 elif n==2:

8 return(20)
9 else:

10 return(-30)

6. (a) SiY =1,alors Z=1.SiY =—1, alors Z =0. On a bien Z(2) = {0;1}. De plus,
P(Z=1)=P(Y =1) = P(X € 2N) = P(A),

et on a bien Z — B(P(A)).

(b) D’apres la question précédente, F(Z) = P(A) et Y =2Z — 1. Par linéarité de 'espérance,
on a donc
EY)=FE(2Z—-1)=2E(Z)—1=2P(A) — 1.

7. (a) Comme précédemment, X — B(n,p).

(b) D’apres le théoreme de transfert

BOY) = B(-1%) = S04 =) = S04 ()t
k=0 k=0
On utilise alors la formule du bindéme
B0 = Y0 ()t = 3 (1) e = o = (120
k=0

k=0

8. D’apres les questions 6.(b) et 7.(b), on a

(1—2p)" = E(Y) = 2P(A) — 1 <= P(4) = (1_212’) +1
9. On résout
1 (1-2p)"+1 _ 1
P(A) > = GU=ap) 2 2
(A)=5 = : > 5
— (1-2p)"=0
< mnpairoul —2p>0
1
R

npairoup§§

10. On "gagne” 10 euros pour chaque Pile (compté avec X) affecté du signe donné par Y selon la

parité de X, ou encore
G =10XY = 10X (-1)*,

Toujours avec le théoreme de transfert, on obtient

E(G) = zn: 10k(—1)*P(X = k) = 10 zn:(—n’% <Z>pk(l —p)"k,
k=0 k=0
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11. On a :

n\ kExn! Exnx(n—1)!
k<k> o klx(n—K)! kx(k-1)!'x((n—-1)—(k-1))!
nx (n—1)!

n—1
k—1)Ix(n—-1)—(k—1)) :”'(k;—1>'

12. Avec les deux questions précédentes, on obtient :

E(G) = 10 k(" (—p)E(1 — p)n*
; (k) P p
_ nn n=1\ ko \(—1)—(k=1)
10 ;<k—l>( pH(1 —p)

n—1
= 1Y (")

i=o N 7
= —10np(1 —2p)" !

13. On connait déja les conditions pour que P(A) > 1/2. Par ailleurs,

E(G)<0 < —10np(1-2p)"'<o0
— (1-2p"1>0
<= 1-2p > 0 ou n impair

Comme n ne peut pas étre pair et impair a la fois, I'intersection des conditions précédentes donne

bien .
P(A) >3

= p=

N | =

E(G)<0
14. (a) La fonction f est polynomiale donc dérivable sur R et a fortiori sur [0;1/2]. Le calcul donne
fl(z) = (1—22)""%(1 — 2nx).

On obtient le tableau de variation suivant

x 0 1/2n 1/2

f'(=) + 0 -

f(1/2n

f 0/ )\0
()5 ()

(b) La rentabilité est optimale pour le concepteur lorsque 'espérance du gain est minimale, ou,
de maniere équivalente, lorsque f(p) est maximal sur [0;1/2]. Il faut donc choisir

avec

p:%.
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15. Voici le programme demandé :

1 |def simulationsG(n,p):

2 G = np.zeros(200)

3 for k in range(200):

1 X = rd.binomial(n,p)
5 G = 10%X*(-1)**X

6 return(G)

16. Ici, on explicite facilement la loi de G; en revenant a la définition du jeu. G;(£2) = {0, —10, 20}.
et

a 0 | -10 | 20
P(G;=a) | 9/16 | 6/16 | 1/16

Ceci permet de calculer facilement 1’espérance et la variance

9 1 5)

et

9 1 5\% 225  /15\°
N B(G2) — B2 — 9 15\ 225
V(Gi) = B(GF) = B(G)* = 100 x 1 4400 x < 2) (2> .

17. 11 est clair que le gain du forain est égal a 'opposé du total des gains de tous les joueurs, ou

encore
200

J=-> G
i=1
Par linéarité de I'espérance

200

E(J) ==Y E(G;) = —200 x <—g> = 500
=1

et, par indépendance (que ’on peut supposer) des Gj,

200 295
= (—1)? D) =2 = —11250.
V(J)=( );V(G) 00 x = 50

18.

|J —500] > 400 <= J —500 > 400 ou J — 500 < —400
<~ J >900 ou J <100

En particulier, I’événement

[J < 100] C [|J — 500| > 400]

et on a bien la comparaison des probabilités correspondantes voulue.
19. En utilisant la question précédente et I'inégalité de Bienaymé-Tchébychev, on voit que

V(J) 11250 9
(/' = 100) < P(|.J = 500] > 400) < 7o = 70000 = 128
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20. Le forain installera son stand si P(J < 100) < 10%. Or, cette probabilité est majorée par 9/128
qui est inférieur & 10% (en effet 9/128 < 9/100 < 10%). Donc il peut installer son stand.

21. Voici le programme demandé :

1|n =2

2 |p = 1/4

3 |res =0

4 |for k in range(10000):

5 g = simulationsG(n,p)
6 J = -np.sum(g)

7 if J <= 100:

8 res = res+l

9 |[f = res/10000
10 [print (f)

Exercice 2 (EDHEC 2005)
1. (a) (T'= k) signifie qu’on ne revient pas a 0 lors des (k — 1) premiers déplacements, donc qu’on
avance a chaque fois de un d’apres ’énoncé. Enfin au k-éme on revient a 0 :

k—1 k—1
(T =k) = ﬂ(XHéO)ﬂ(Xk:O): n(Xi:i)ﬂ(Xk:O)

(b) On a X1(2) = {0;1}, puis d’apres 1’énoncé :
PX1=0)=1—-p et PXj=1)=p
(c) D’apres les probabilités composées, on a :
k—1
P(T=k) = P (ﬂ(xi =) N (X :0))
i=1

= P(X1=1)x Px,=1)(X2 =2) X - - X Px,—1)n..n(xp_1=k—1) (X = 0)

= pxp--xpx(1=p)=p"1-p=01-01-p)"'1-p)
On reconnait une loi géométrique de parametre 1 — p.

2. (a) Montrons par récurrence sur n que pour tout n € N, X,,(2) = [0;n] :
Ini. On a montré que Xo(Q2) = {0} et X;(2) = [0;1], ce qui initialise la récurrence.
Héré. Soit n € N. On suppose que X,,(2) = [0;n].
Si I’événement (X, = k) est réalisé, on sait que X, 41 vaut k + 1 avec la probabilité p
et 0 avec la probabilité 1 — p donc :

X1 () = {0V U{k+1, k€ [0;n]} = {0} U[L;n+1] = [L;n + 1].

La propriété est vraie au rang (n + 1).
Ccl. Pour tout n € N, X,,(2) = [0;n].
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(b) Avec le systeme complet d’évenement donné, la formule des probabilités totales donne :

n—1 n—1
P(X,=0) = > P(Xp1=kPx, ,—p)(Xn=0)=> P(Xp1=k)(1-p)
k=0 k=0
n—1
= (1-p)Y P(Xn1=k)=(01-p)x1
o » k=0

3. (a) Avec le systeme complet d’évenement (X,, = i)o<i<n, la formule des probabilités totales
donne :

n

P(Xnt1=k) =Y P(Xp = i)Px,—)(Xnt1 = k).
=0

Or Px,=i)(Xn41 =Fk) =psii=k—1et 0sinon. Donc :

P(Xpp1=k) = Y P(Xp=1)Px,—i(Xny1 =k)+P(Xp =k — 1) Pix, _jp—1)(Xns1 = k)
ik—1 ~ ~

= pxP(X,=k-1).

(b) En utilisant plusieurs fois la question précédente, on a pour tout k <n —1:
P(X,=k)=pP(Xp 1 =k—1)=p*P(Xp 2=k-2)=...=p"P(X,_;, = 0) = p*(1—p),
avec la question 2.(b).

De la méme facon, avec la question précédente,

P(X,=n)=pP(X, 1 =n—-1)=p’P(X, o =n—-2)=...=p"P(Xo=0) = p"
Pour avoir (X,, = n), il faut avoir avancé d’un cran a chaque fois, donc & chaque épreuve il
faut obtenir le résultat de probabilité p : ”avancer de 1”.

(¢) On calcule la somme (car p # 1) :

-1

n 1
D PXn=k)=p"+(1-p) ) P =p"+(Q-px T =p"+(1-p") =1
k=0 k=0 —P

S

4. (a) On peut démontrer ce résultat par récurrence. Proposons une autre méthode ici. On a

I’égalité :
-1
Zp C1-p
k=0
En dérivant par rapport a p de chaque coté, on a :

(1—p)? B (1-p)?

(b) On en déduit que pour n > 2 (pour que la somme aie du sens),

n—1 — (o 7 n—
Sl = —np" '(1-p)— (1-p")(=1) _(n—1p" —mp" ' +1
k=0

—_

3

(= Dp —mpr i1

E(X,) = k(1= p)p" +np" =p (1-p) Y +np
— (1-p)
N e
= p ( 1—p +np
(n—1)p" —np» L+ 1+ np1 —npt
—-D
_ pd-p")
1-p
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x 0
On peut vérifier que la formule est aussi valable pour n = 0 (car E(Xp) = b =0) et

1—p

px(1—p
pxop)
-Dp
5. (a) Avec le théoreme de transfert, on écrit F(X,1) puis on remplace les probabilités de la

somme avec le 3.(a). Enfin on effectue un changement d’indice pour se ramener a la forme
des probabilités pour I'espérance de X, :

n=1 (car E(X;) =

n+1 n+1
E(X2,) = Y KPXpp=k) =0P(Xp1 =00+ K xpx P(X,=k—1)
k=0 k=1

= pY (G+1)°P(X, =)
j=0

= p| ) _FPP(Xa=45)+2) jP(Xn=4)+ > P(Xn=j)
j=0 j=0
= p(B(X2)+2B(X,)+1).

(b) On calcule :

n+2 pn+2
— = pE(X%) + 2pE(X,)) +p+ (2n + 15 —
n+2

p
uny1 = B(X5)+(2n+1)]

n-+1 n
= p <un— (2n — l)f_p) —|—2pp(1_z) +p+ (2n—|—1)i7_p
ann+2 + pn+2 _ ann+2 + pn+2 + 2p2 _ 2pn+2 4 p(l _ p)
IL=p
p(2p+1—p) p(1+p)

= pun+

(c) La suite (uy,) est arithmético-géométrique. On résout 1’équation :

1+ 1+ 1+
x:prrp( p) @x(l_p):p( P P pz)_
1—p 1—p (1-p)
Ensuite on prouve que la suite (v,) telle que v, = u,, — x pour tout n est géométrique de
raison p (a faire), donc on obtient :

Vn €N, v, = vgp".
D’ou on tire finalement :
Up = (ug — x)p" + x.

On calcule alors : )

p p
=EB(X3)+(2x0-1 =
up = E(Xq) + (2 x )1_p -

et on obtient finalement :

" - <_ P _p(1+p)> n p(1+p):—p(l—p)—p(1+p)pn+p(1+p)
" 1-p (1-p)? (1-p)? (1-p)? (1-p)?

—2p" ! L pA+p)
(1-p?2 (A-p?

Enfin :
n+1 —_opn+l (1 +p) (2n _ 1)pn+1 _ (2n _ 1)pn+2
E(X2) = un—2n—1p — +p —
() B S T T =
e =1p = 20+ 1)p" 4 p(1 +p)
(1-p)? '
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(d) On en déduit que par la formule de Koenig-Huyghens :

V(Xn) — E(XQ) o [E(Xn)]2 _ (Qn — 1)pn+2 _ (27’L + 1)pn+1 +p(1 +p) B p2(1 _ pn)Z

(1—p)? (1 —p)2
_ @n—1)p"? — @2n+ 1p" T +p(1+p) - p*(1+p* — 2p")
(1-p)?

p
- 1=p)? x [(2n — Dp"tt —@n+1)p"+14+p—p—p+ 2pn+1]
- ﬁ X [14 (2n+1)p"*" = (2n+ 1)p" — p™* ]

p
T a_p2” [1—(2n+1)p"(1 - p) — p*"+!]

6. (a) u = np.floor(rd.random()*3) choisit un nombre au hasard parmi 0, 1 et 2. Ainsi, Il faut

comprendre que (u == 2) est de probabilité p = % donc code le fait qu’on avance de 1, et

(u # 2) est de probabilité 1 — p donc code le retour & 0 :

1 |def X(n):

2 x=0

3 for k in range(n):

4 u = np.floor(rd.random()*3)
5 if u==

6 x = x+1

7 else:

8 x =0

9 return(x)

(b) >>> X(10)

(c) Ce programme mémorise dans un vecteur ligne xz 10000 simulations de la variable Xjq
puis affiche dans l'ordre : Pespérance empirique de X9 (moyenne des 10000 simulations),
Pespérance théorique (mathématique) de Xy, la variance empirique de X¢ puis la variance
théorique (mathématique) de Xj9. Le nombre de simulations étant proche de 400, on
obtient bien une espérance empirique proche de ’espérance mathématique et une variable
empirique proche de la variance mathématique.

Exercice 3 (ESSEC 2003)
1. (a) Il faut noter d’abord que la somme totale des lancers augmente au moins de 1 et au plus
de 6 a chaque lancer.

Donc pour tout ¢, la différence entre Y; et Y;11 est au moins de 1 et au plus de 6.

Donc Yy vaut au minimum 12 (réalisé quand on n’a eu que des 1) et comme Y; vaut au
maximum 6, la premiére a pouvoir atteindre 12 est Y5 (réalisé si 'on a un double 6).
Donc 2 < Tis < 12, toutes les valeurs intermédiaires étant possibles.

Finalement T39 () = [2,12].

(Th2 = 12) ne peut arriver que si chacun des tirages donne 1.
Donc (Th2 = 12) = (X1 = 1)N(X2 = 1)N- - -N(X;12 = 1). Comme les lancers sont indépendants,
P (Tyy = 12) = (1/6)'? (les 6 faces sont équiprobables).

(b) 11 faut a chaque lancer du dé (simulé par x = np.floor(rd.random()*6)+1) augmenter la

valeur y de x et celle de t de 1 qui compte le nombre des Y; < 12 et donc le nombre de
lancers pour atteindre un total de 12 (on le dépasse forcément au lancer suivant).
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1 |def simulT12():

2 y=20

3 t =0

4 while y<=12 :

5 x = np.floor(rd.random()*6) + 1
6 y = ytx

7 t = t+1

8 return(t-1)

2. (a) Comme au second lancer on totalise au moins 2, on a 75 (2) = {0, 1, 2}.
e On a: (TQZO):(Yl>2):(X1>2):(X123)
Les faces étant équiprobables, P (1> =0) =4/6 = 2/3.
e On a:

(Tr=1) = M<2)N(Ye>2) = (X1 <2)N (X1 + X2 >2)
= (Xi=1)N(X22>2)U(X1=2).

Par incompatibilité puis indépendance, on a :

15 1 11

6676 36

2)N (Y2 < 2) (on a toujours Yz > 3).

1) N (X2 =1). Par indépendance, P (T> = 2) = 1/36.

e Ona: (Ih=2)=(1" <
Donc (Tx =2) = (X1 =

Finalement,
i 0l 1 2
oI 1
P(Th=4) |2 =] =
(=4 | 3| 36 | 36

(b) Les 36 couples de valeurs du dé pour les premiers et second tirage étant équiprobables, le
programme les énumere exhaustivement et compte combien de ces couples vérifient To = 0,
lou?2:

e Th =0si X; >2(d1 > 2) et on augmente le cardinal |75 = 0| de 1 (L[0] = L[0] +
1)
0T)2: IsiXp <2(d1>2 ... elif ... ) etsi X;+ Xy > 2 (d1+d2 > 2) on
augmente alors le cardinal |75 = 1| de 1 (L[1] = L[1] + 1);
e 75 = 0 sinon (else) et on augmente alors le cardinal |75 = 2| de 1 (L[2] = L[2] + 1).
La probabilité est alors le nombre de ces cas favorables sur le nombre de cas possibles.
Le programme affiche donc P (T5 =0), P (Tx = 1) et P (T3 = 2).
3. Ici, on raisonne pour z fixé. On a F, (z) = P (Y, < z)
Comme Y, 11 =Y, + X,,4+1 et que X,,41 >0 alors Y, 11 > Y.
Donc si Y41 < x alors Y,, <z (autrement dit (Y,,11 < z) C (Y, < z)).
Par croissance de la probabilité, P (Y11 <z) < P (Y, < x).

Finalement Fj, 41 (z) < Fy, (7) et la suite (F, (7)),,», est bien décroissante.

4. Démontrer chacune des deux relations demandées :

e Comme (T, = 0) signifie que le nombre des Y; < x est nul. Donc que pour tout i, ¥; > x.
Cela équivaut & Y1 > x (car les (Y;);5, sont croissants) donc & X1 > z.
Donc P (T, =0) =P (X; >2)=1-P(X; <z)=1-F (z).
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e P(Ty=n)=P(T,>n)— P(T, >n+1). En effet, comme T, ne prend que des valeurs
entieres,
(Tpy=n)U(Tpy>n+1)= Ty >n),

et par incompatibilité,
P(I'=n)+P(T>n+1)=P(T >n).

Or (T, > n) signifie qu’au moins n variables parmi les Y; sont < z.

Comme elles sont croissantes, il y a au moins (Y1 < x) et ... et (Y, < z).
Et comme (Y1 <z)N---N(Y, <z)= (Y, <z), on aalors (T, > n) = (Y,, < x) pour tout
n. Donc

PTy,=n) = P(T,>n)—P(T,>n+1)=P((Y,<z)—P(Y,41 <2x)

+o0
5. Pour calculer Z P (T, = n), on calcule la somme partielle :
n=0

Y P(T,=n) = P(T,=0)+

N
n=0 n=1
N

= 1—F1(l') ZFnJrl )
n=1
N N+1
= 1-F(z)+ Z Z E,( (avec un changement de variable)
n=1
= 1-Fni1(2)
Donc
li P (T, =3 lim F 0
Wi, 2 Z w2, P (@) =
c’est a dire

+00
> P(T,=n)=1 <« lim F,(z)=0.

n—-+00

Autrement dit, T, est une variable aléatoire si, et seulement si lirf F, (z) = 0.
n——+0oo

6. (a) Comme pour tout i, X; (2) = [1,+oo] et que Y, = X1 + Xo + --- + X, alors Y,, () =
[n, +ool.
(b) Pour k > 2,
k—1

Ya=k)=(X1+Xo=k) = J (X1 =i)n(Xy =k —1))
i_1

les bornes venant de X7 > 1donc¢>1let Xo >1ldonck—i1>1<i<k-—1.

10
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Donc (en faisant attention a l’ensemble de validité de la loi) :
P(Yo=k) = U (X1 =i)N(Xo =k —1i))

k-1

= Z P((X1=1i)N(Xe=k—1)) (par incompatibilité)
i=1
k—1

= Z P(X; =1 xP(Xe=k—1i) (parindépendance)

i=1

= Zqi_lqu_i_lp (cari>1let k—i>1)

= p? Z ¢"=2  (k constant par rapport i 7)

k—1
_ 2k221_ )Pt = <1>p2qk2

Pour k£ > 3,
k—1
(Vs=k)=(X1+ X2+ Xs=k) = Yo+ Xs=k) = | J (Va=1)N (X5 =k —1))
=2

les bornes venant de Yo > 2 donci>2et Xg>1donck—t1>1<i<k-—1.

k—1
P(Ys=k) = P||JVa=inXy=Fk—i)
=2

N
—_

p(Yo=1)-p(Xo=4k—1) (par incompatibilité et indépendance)

(]

~.
|

2
1

N

' M

[\

k-1
(271) 2 z 2qk 1—i :p3qk—32(i71)
1=2

1=

= pPg3 Z j (par changement de variable)

]_
3 [(k=1)k k—1
— P 3[( . ) _0] :< , >p3qk: 3

(c) Par récurrence sur m :

n
1
Ini. Pourm:n,onaZ(k> = <n> —1= <n+ )
k=n n n n+1

[k 1
Héré. Soit m > n. Supposons que Z < ) = <m + ) Alors
k=n n

S S (- () ()

m
k 1
Ccl. Par récurrence, pour tout m > n, E ( ) = (m + )
= \n n+1

m—+ 2
n+1)

11
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(d) Démontrons cette formule par récurrence sur n :
Ini. Pourn=1,ona P(Y1 =k)=¢"'p= (lf:})qk_lp.
Héré. Soit n > 1. On suppose que pour tout k > n :

k—1 -n,n
P(Yn—k)—<n_1)qk o

Alors, pour k >n+1:

k—1
Vg1 =k) = Yo+ X1 =k) = U (Yo =19) N (Xns1 =k —1i))

i=n

avec i > ket k—14 > 1. Donc

P(Y,=k) = P

k—1
U(Yn:iﬁXnH:k—i)]

i=n
k—1
= Z P(Y,=1i) x P(X,+1 =k —1) (par incompatibilité et indépendance)
i=n
L1\ ,
= Z <n B 1) ¢ g (cari >mnetk—i>1)
=n
nt1 k—(n 1)k—1 i—1
b Z <n — 1>

k—2 .
= prilgh—(-1) Z <n j_ 1) (par changement de variable)
j=n—1

n

Ccl. Pour tout entier n > 1 et k > n,

7. (a) On utilise I’équivalence de la question 5 :

T, est une variable aléatoire si, et seulement si lim F, (z) = 0.
n—+00

Comme Y,, () = [n,4oo[, sin > z alors P (Y,, <z) =0et donc lim P (Y, <x)=0et

n—-+o0o

lim F), (z) = 0. Donc T, est une variable aléatoire.
n—r+00

Comme Y, (2) = [n, +oo[, alors (Y;, < x) n’est possible que si n < z (car = entier naturel
non-nul). Il y a donc au plus x variables Y; qui sont inférieures ou égales & z. Et au
minimum, il n’y a en a aucune (car X; () = Y1 (Q) = [1, +o0]) donc T, () = [z, +o0.
(T, = 0) signifie que tous les Y; > z, donc que Y7 > x (car les Y; sont croissants par rapport
a 7). Et en passant par le contraire : (Y7 > z) = (X1 > z) = (X; < z). Donc :

T x
P(T,=0) = 1- Z P(Xy=k)=1- Z ¢ 'p (changement de variable)
i=1 i=1

x—1 ' q$‘f 1
= 1—1723(1321—1961_1 =q".
1=0
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(b) Pour n <z, on a:

zgp(yn:k):i@j)q

k=n

Lycée Clemenceau - Reims

k—n,n

p

et comme (formule du triangle de Pascal) (fz) = (k_l) + (kgl) alors (k_l) = (k) —

n—1

oL (DT

k=n k=n
et directement
a (k-1
F — — _ - n+l _k—n—1
wii (@)= Y P(Ya =k = > < " >p q
k=n+1 k=n-+1

On a alors pour x >n > 1:

P(T,=n) = F,(z)— Fuy1(x)
. k —n n k—1 n—
= p" ()q’“ —qp < >q’“ !
n n
k=n k=n-+1
T & k
-y ()
k=n k=n-+

—n+1

_ (z(’“)q_z () )
(S0 E0-
)

Et P(T, =n)=0sin> .
(c) La formule est encore valable pour n =0 (P (T, = 0) = ¢%).

n—1

k=n-+1

k=n+1

On reconnait donc que T, — B (x,p) et donc E (T,) = zp et V (T,) = zpgq.

fe = () () x Q-2 (e

k - T
>qk n_qpn
n e

n - k—1 —n—
:p—l-l Z ( . )qk 1‘

(par changement d’indice)

o (E—1\ .
_pn+1 Z < . >qkz 1

T
k—
k—n _
-1
q "(q+p) E 1( i ) (avec p+q=1)

8. Sachant que les variables aléatoires X;, X5... sont des temps d’attente, et en observant que
la réalisation des n premiers succes équivaut a la réalisation du n-ieme succes, Y, est le temps
d’attente du n-ieme succes (somme des temps d’attente pour chacun des n premiers succes)

T, = n signifie que en x expériences, il n’y a eu que n succes. T, est donc le nombre de succes
en x expériences indépendantes, qui ont chacune la probabilité p de donner succes.

Donc T, < B (z,p)

9. On utilise les formules de la question 4. D’une part :
+00
P(T$:O):1—P(Y1§x):P(}/1>m):/ e Mdt =
X

n

M—+o00

M
lim [—e*)‘t} =
xT

t
D’autre part, avec une IPP (les fonctions t +—+ — et ¢ — e~ étant C! sur [0, x]) :
n

T tne—)\t T A T xne—)\x
/ e M ldr = [ - / e Mndt =
0 n 0 nJo n
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donc

P(Ty=n) = P(Yns@—P(YnHSx)=/0mfn<t>dt—/0mfn+1<t)dt

A7 T )\n+1 x
— / e—Attn—l _ / e—)\ttndt
(n — 1)‘ 0 n' 0

A" n,—A\r A x n+1 T
= <x c 42 / e)‘tt"dt> A / e Mg dt
(n—1)! n n Jo n! Jo

AP —Az )\n—i—l T )\n-i—l T A n
S / e Mt — / gy — M)
0 0

n! n! n! n!

10. On reconnait une loi de Poisson de parametre Az (y compris pour n = 0) et elle a donc pour
espérance Ax et pour variance également.
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