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HEC 2004

Partie I :

1. (a)

— Correction - AP 6
Paradoxe de Walter Penney

Un résultat utile

Pour tout n € N*, a,, est une probabilité, donc a,, > 0.

De plus (X = n),en+ est un systeme complet d’évenements, donc la série de terme général
+oo “+o0o

an, = P(X =n) converge et > a,= > P(X=n)=1
n=1 n=1

On veut une convergence sans la valeur de la somme, on utilise un théoréme de comparaison.

Or a, > 0et z >0 donc a,z”™ >0, et comme x <1, on a 2" <1 et enfin a,z"™ < a,.

Or d’apres la question précédente la série de terme général a,, converge, donc par théoreme
de comparaison des séries a termes positifs, la série de terme général a,x™ converge également.

On part du c6té droit, plus compliqué : en reconnaissant une somme géométrique,

Y-y

+ -1 + an — anx™

ZOO a nZa:k _ ZOO a Xl—x" _ n=1 " n=1 " :1—f(95)
" LR 1—=z 1—2

n=1

+00
Or on remarque que f(1) = > a, = 1, donc

FO)—fl@) 1-f@) X[ &K
=R N (3]

La fonction proposée, qu’on va noter g, est définie par une série, il est donc impossible de
la dériver. On revient & la définition.

Soit x et y deux réels de [0;1] tels que = < y, on veut prouver que g(x) < g(y).

En suivant la logique de 1’énoncé, on va se servir de la nouvelle expression de 2.(a) : pour
k >0, la fonction x + 2" est croissante sur [0;1] donc :

n—1 n—1
r<y=2a"<yF => aF <)
k=0 k=0

en sommant les inégalité. On multiplie par a,, > 0 et on somme pour n allant de 1 & I'infini :

n—1

r<y=—a, 3 o <ay Zy :Zl(zm><zl<zy)

k=0

donc on obtient bien que z < y = g(x) < g(y), la fonction g est bien croissante.

Comme elle est croissante, elle est supérieure a sa valeur en 0, et si elle admet une limite
en 1 par valeurs inférieures, elle est inférieure & cette limite. Or ’énoncé admet ’existence
de cette limite, qui est la dérivée de f en 1 : on obtient bien

g(0) < g(z) < lim g(z) donc 0< M
~ z—1 T
=1

< f(1).
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L’inégalité de gauche est évidente : puisque a, > 0 donc na, > 0, la somme partielle est
bien positive.

Pour celle de droite, comme f’(1) apparait dans la question 2.(b), on va tenter de s’en
servir, en revenant a l’expression de g avec des sommes : on sait que

1

f(li_i(l") _ Jf (annzzxk> < f’(l).

n=1 k=0

Pour obtenir Iinégalité cherchée, il faut pouvoir ”"remplacer” +oo par N, et zF par 1
(alors que l'inégalité n’est vrai que sur [0; 1], donc il faudra passer & la limite). Faisons-le

rigoureusement :
n—1

La série de terme général a,, Y x* est & termes positifs, sa somme partielle est donc toujours
k=0

inférieure a sa somme : on en déduit que pour tout N > 1,

N +oo
Z <an2mk> < Z (anZa}k> < f'(1).
n=1 k=1 n=1 k=1

De plus par somme de limites la somme de gauche admet une limite en 1, égale a

N n—1 N
Z (an Z 1) = Znan.
n=1 k=0 n=1

Par passage a la limite des inégalités, on en déduit bien que :

N
Z na, < f'(1).
n=1

Enfin la somme partielle de la série de terme général na, est donc majorée, et croissante
car la série est a termes positifs. Elle est donc convergente, ce qui prouve bien que la série
de terme général na,, est convergente.

Il y a trois inégalités a prouver. Celle de gauche a déja été obtenue a la question 2.(b) :

F1) = f()

0<
- 1—=x

Pour la seconde, on utilise la question 2.(a) qui permet de donner une expression du taux
d’accroissement sous la méme forme que la somme : on peut alors prendre la différence.

O - f@) XN <xk_n>

Or on sait que pour tout x € [0; 1], zF <1 donc en sommant, puis en retirant n et enfin en
multipliant par a, > 0,

n—1 n—1
(ka—n> <0 donc a, (ka—n> <0.
k=1 k=1

On en déduit que la différence considérée est négative comme somme de termes négatifs, et
enfin :

Enfin pour I'inégalité de droite, on reconnait I'inégalité du 2.(c) ol on est passé a la limite
en 400, ce qui est bien possible puisque la série est convergente. On obtient finalement :
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(e) Les quatre termes de 1'inégalité ont une limite en 17, on peut donc passer a la limite dans
le résultat de la question 2.(d) :

+oo
0< f/(1) <D nay < f/(1).
n=1

On en déduit que la série de terme général na,, = nP(X = n) converge (question 2.(c)) et
sa somme vaut f’(1). Comme elle est & termes positifs, elle converge absolument. X admet
donc une espérance et :

+oo
E(X)=> nP(X =n)=f(1).
n=1

Partie II : Loi du temps d’attente de la premieéere configuration ”pile, pile, face”

3. On veut comparer, pour tout n € N, u, et uy+1. Comme ce sont des probabilités, on commence
par comparer (par une inclusion) les événements associés. Or on remarque que pour tout n > 3,

Un+1 = Un U Bn+1 donc Un C Un+1.

On en déduit que leurs probabilités vérifient :

P(U,) < P(Upt+1) cad up < Upy.

Cette inégalité reste vraie pour n =1l et n = 2 car 0 < 0 et ue = 0 < ug, ug étant une probabilité.

Finalement la suite (uy)n>1 est croissante, et comme tous ses termes sont des probabilités, elle
est majorée par 1 donc convergente.

4. (a) Par indépendance des lancers, on obtient immédiatement :
1\3
PB,) = P(Roc2 0 o1 015,) = P(Ruca) x (o) x P(S) = (3) =

(b) Il y a trois intersections & considérer :

e B, N B, signifie qu'on a obtenu pile aux lancers n — 2 et n — 1 et face au lancer n
(Bn), et également qu’on a obtenu pile aux lancers n — 1 et n, et face au lancer n + 1
(Bn+1).- Comme il est impossible d’avoir en méme temps pile et face au lancer n, on a
bien :

B,NByy1 = 0.

e Ce résultat étant vrai pour tout n, il est vrai pour n’ = n + 1, donc
Bn+1 N Bn+2 = @

On pouvait aussi mener le méme raisonnement et obtenir une impossibilité avec pile et
face en méme temps au lancer n + 1.

e B, N By, signifie qu'on a obtenu pile aux lancers n — 2 et n — 1 et face au lancer n
(Br), et également qu’on a obtenu pile aux lancers n et n + 1, et face au lancer n + 2
(Bpn+2). Comme il est impossible d’avoir en méme temps pile et face au lancer n, on a
bien :

B, NBhis = 0.

On en déduit bien que ces trois évenements sont deux a deux incompatibles.



ECG2 - Mathématiques appliquées Lycée Clemenceau - Reims

(c) On obtient :

us = P(Us) = P(Bs) = é

puis par incompatibilité 2 a 2 de Bg , B4 et B :

us = P(Us) = P(Bs U Bs) = P(Bs) + P(By) =2 % § = |
. 1 3
us = P(Us) = P(By U BsU Bs) = P(By) + P(By) + P(B;) =3 x ¢ = .
5. (a) L’évenement U, N By s’écrit :
Uy Bpi1 = (33 UB4U...By_oUBy U Bn) A Byt = (Un,2 U Bp_1 U Bn) A Bt

= (Un—Q N Bn—l—l) U (Bn—l N Bn-l—l) U (Bn N Bn+1)
Or d’apres la question 4.(b) les deux dernieres intersections sont vides donc :
Up,NBpy1 = (Un_g N Bn—H) Upud =U,—2N Bpy1.

(b) Comme U, 41 = U, U B, 41 et que cette réunion n’est pas incompatible, on utilise le crible
de Poincaré :

1
Un4+1 = P(U,H_l) = P(Un) + P(Bn—H) — P(Un N Bn—f—l) = Up + g - P(Un N Bn+1).
Or on a vu a la question précédente que :
Un N BnJrl = Un72 N Bn+1

et ces deux évenements sont indépendants par lemme des coalitions car les tirages sont
mutuellement indépendants et U,,_s ne dépend que des n — 2 premiers tirages, alors que
B4 des tirages n — 1, n et n + 1. On en déduit que :

1 1 1
Upt1 = Up+ 3 PU,NBpy1) = un + 3 P(Uyn—2) x P(Bpt1) = up + i Up—9 X 3

1
= Up+ *(1 — un_Q).

8
(¢) Toutes les probabilités sont connues, on calcule en partant du plus compliqué :
1 1 1 2
U3+8( u1) 8+8( 0) 3 Ug
o 1 2 1 2 1 3
—(1-— =—+4+-(1-0)==-4+=-===us.
u4+8( u2) 8+8( ) 8+8 g = Us

(d) On a vu que (uy,) converge, on note £ sa limite. Par composée immédiate, (un+1) et (up—2)
convergent aussi ver £, on en déduit en passant a la limite dans la relation de récurrence
que :

1 1 1
un+1:un—i—g(l—un_g)=>€:€+§(1—£):>g(l—é):O=>€:1.

L’événement (Y = 0) signifie que la séquence n’apparait jamais, on peut donc I’écrire :

+o0o +oo
(Y =0)=()Bn= ] B
n=3 n=3

On en déduit alors que

N
P(Y =0)=1— lim P(UBn):l— lim P(Uy)=1- lim uy=1-1=0.
N—+o00 ne3 N—+o00 N—+400
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6.

(a)

(b)

On a

n=1l-wm=1, w=1, =g, u=_

On a v, =1 — uy,, donc u, = 1 —v,. On va alors utiliser la relation de récurrence de la
suite (uy) :

1 1
Upt1 = l—upy1=1—(u,+ g(l —Up—2) | =1—uy, — g(l — Up—2)
1
= Un gvn—2

On somme la relation obtenue & la question précédente :

N N

1 1
Upt1l — Up = —gvn,g donc g (Vg1 — vg) = ~3 E Vp—_9.
k=3 k=3

A gauche on calcule la somme par télescopage, a droite on change d’indice avec k' = k —2 :

N-2

1
UN+1 — U3 = —g Z V.-
k=1

Cette relation étant vraie pour tout N > 3, on peut remplacer N par N’ + 2, avec N’ > 1.
En remplacant par la valeur de vz, on obtient :

7 1

UN+43 — g = —g

WE

7 1
vV — g — UN43 = g E V-
k=1 k=1

On isole la somme partielle de la série :

M) =

Uk:7—8UN+3:7—8(1—UN+3)T}7—8(1—1):7
k=1

La série de terme général (vy,)n>1 est donc convergente et sa somme vaut 7.

L’évenement (Y = n) signifie que la séquence PPF est atteinte pour la premiere fois avec
le face en position n : elle n’est donc jamais atteinte avant, ce qui signifie que I’événement
Un—1 (qui signifie que la séquence a été obtenue a I'une au moins des positions entre 3 et
n — 1) n’est pas vérifié, mais que I’événement U,, l'est :

(Y =n) = Up_1 NUp.

Cette intersection n’est absolument pas indépendante. Par contre, avec le SCE (Uy,—1,Up—1)
et comme U,,_1 C U,, on a :

U, = (Unfl N Un) U (Unfl N Un) =U,-1 U (Unfl N Un)

Donc par incompatibilité,

P(Uy) = P(Up_1 U (Up_1 NUy)) = P(Up_1) + P(Un_1 N Uy).

On a alors :

¢n = P(Y =n)=PUn1NUpy) = PUp) — P(Up-1) = ttn — tn_1

= 1l—v,—(1—vp_1) =Vp_1 — Un.
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(b)

L’évenement (Y = 2) est impossible, donc
co=PY=2)=0 et vi—vy=1—-1=0.

D’autre part (Y = 3) signifie qu’on a obtenu la séquence PPF des le départ, donc

03:P(Y:3):P(B3):é et vg_v3:1_g:%.
donc I’égalité ¢, = v,—1 — v, est vérifiée pour n =2 et n = 3.
On part de la droite, plus compliquée :
400 00 +o0
(x—1h(x)+2 = (x—1) Zvnaz" +z= Zvna:"H - Zvnx” + .
n=1 n=1 n=1

On effectue le changement d’indice n’ = n+1 dans la premiere somme pour faire apparaitre
™ et rassembler les deux sommes, et on remarque que vy =1 :

+oo +o00 400
(x = Dh(z)+x = Z Up_12" — <’U1$ + Z Un$”> +x= Z(vn,l —v)ax"+rx—=x

n=2 n=2 n=2
+o0 +oo

= ch:v" = Z cne” = g(x)
n=2 n=1

car ¢c; = 0.

On remarque que
+o0 +oo
g(1)=> ca=0+0+> PY =n)=0+1=1
n=1 n=3

car (Y = n),e[3;400[ufo} €8t un systéme complet d’évenement, et on a vu que P(Y = 0) = 0.
On en déduit que :

glx) —g(1) _(@-Dh()+z-1 (z-1)(h(z)+1)

=h 1.
z—1 z—1 z—1 (z) +
Sur le modele de la partie I, h étant définie par une série, on revient a la définition de la
croissance : soient = et y deux réels de [0;1] tels que x < y, alors par croissance de la
fonction z +— 2 sur [0; 1], pour tout k > 1 puis avec v > 0 :

400 +oo
r<y= 2 <yf =yt <ot = kaxk =h(z) < h(y) = kayk
k=1 k=1

donc la fonction h est croissante, ce qui assure que sur [0;1], h(xz) < h(1).

Enfin comme la série de terme général v,z est & termes positifs, sa somme partielle est
toujours inférieure a sa somme ce qui donne :

N +oo
VN > 1, kazrk < ka:ﬂk = h(z) < h(1).
k=1 k=1

On fait tendre = vers 17, et par somme de limites (finie) a gauche et par passage des
inégalités a la limite, on obtient :

N
YN >1, > v < lim h(z) < h(1).

1-
=1 T—
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Enfin, on fait tendre N vers +oo dans cet encadrement (la série est bien convergente, et les
deux autres termes sont constants) :

z—1-

ka =h(1) < lim h(z) <h(1)
k=1

donc on obtient bien :
lim h(z) = h(1).

1~
(f) On en déduit que

—g(1
90 =9 _ ) 41— (1) + 1
z—1 r—1—
donc g est dérivable en 1, et ¢'(1) = h(1) + 1.
D’apres la partie I, on en déduit que Y admet une espérance et qu’elle est égale a ¢'(1),

donc :
—+oo

E(Y)=h(1)+1=) vp+1=T7+1=38
k=1

d’apres la question 6.(d).

Partie III : Paradoxe de Walter Penney (1969)

8. (a) Il y a trois intersections & considérer :

e B, N B/ signifie qu'on a obtenu pile aux lancers n — 1 et n et face au lancer n — 2
(B, et également qu’on a obtenu pile aux lancers n et n + 1, et face au lancer n — 1
(B, +1)- Comme il est impossible d’avoir en méme temps pile et face au lancer n — 1,
on a bien :

B, N B,y =0.
e Ce résultat étant vrai pour tout n, il est vrai pour n’ = n + 1, donc
By NBp =10

On pouvait aussi mener le méme raisonnement et obtenir une impossibilité avec pile et
face en méme temps au lancer n.

e B N B/, signifie qu'on a obtenu pile aux lancers n — 1 et n et face au lancer n — 2
(B}, et également qu’on a obtenu pile aux lancers n + 1 et n + 2, et face au lancer n

(B,45)- Comme il est impossible d’avoir en méme temps pile et face au lancer n, on a

bien :
Bn N Bn+2 - @

!/

Finalement les événements BJ,, B},

41 €t Bj,, sont deux a deux incompatibles.

(b) Par les mémes calculs et pour les mémes raisons que dans la question 5.(a), on obtient :

1
P(U,NB, ) =P, ,NB,,) = éP( ha) =

1 /
gun_Q.
Puisqu’on a (comme dans la partie II) U}, ; = U}, U B}, 1, on obtient & nouveau par crible

n
de Poincaré :
/

Uy, o = Up+ g(l_uéfﬂ

0| —
oo =

Upy1 = P(Upy1) = P(U,) + P (B ) = P(U,N B ) = up +
(¢) On procede par récurrente triple : on pose la propriété de récurrence P(n) : "u, = ul,”.

Ini. On a : ul:O:u’l,u2:0:u’2etu;:,:%:ugcarUéz(SlﬂRzﬂRg)etles

évenements sont indépendants.

On en déduit que P(1), P(2) et P(3) sont vraies.
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Hér. Soit n > 3. Supposons que P(n — 2), P(n — 1) et P(n) sont vraies.

(d)

Alors on en déduit par 8.(b) et 5.(b) que

1 1
Upyy = Up + g(l — Up_g) = Un + g(l — Un—2) = Un+1

avec 1’égalité centrale obtenue grace aux hypotheses de récurrence. Donc la propriété
est vraie au rang n + 1.
Ccl. Pour tout n > 1, u,, = u;l est vraie.

Y et Y/ ont de maniére évidente le méme support : [3; +oo[U{0}, et avec I’égalité de u,, et
u,, pour tout n > 3,

PY=n)=c,=1u, —Up_1=u, —u,_y=c,=PY =n).

Enfin on en déduit que
+00 oo
PY'=0)=1-) PY'=n)=1-) PY=n)=1-1=0=P(Y =0)
n=3 n=3

donc Y et Y/ suivent la méme loi. Or Y admet une espérance égale & 8, ¢’est donc aussi le
cas de Y.

('3 signifie que J a gagné apres 3 lancers, donc que sa séquence gagnante est apparue
immédiatement. Celle de Y’ n’ayant pas pu apparaitre avant, on a donc

1
G3=RiNRyNS3 et ggZP(Gg):é

par indépendance des lancers.

G4 signifie que J a gagné apres 4 lancers. Sa séquence gagnante est apparue aux lancers
2,3,4 donc on a obligatoirement Ro N R3 N Sy.

Au premier lancer, si on a eu Rj, la séquence gagnante de J’' n’apparait pas donc Gy est
bien réalisé. Par contre si on a eu Si, elle apparait au bout de trois lancers et J' gagne.
On obtient donc obligatoirement :

1
Gs=RiNRaNR3NSy et g4=E

par indépendance des lancers.

Enfin GG, impose de la méme maniere la séquence R,,_osNR,;_1N.S,. En remontant tous les
lancers précédents, on remarque que s’il y a eu un face au lancer n — 3, J’ gagne au lancer
n — 1, ce n’est donc pas possible, donc on a forcément eu R, _3.

En remontant ainsi de proche en proche, on remarque que toute apparition d’un face avant
la séquence finale impose I'arrivée de la séquence gagnante de J' avant le lancer n donc est
prohibée. On obtient :

1 n
Gyo=RinNn---NR, sNR,_1NS, donc g,= (2)

par indépendance des lancers.

Le joueur J est déclaré gagnant signifie qu’il existe un numéro n de lancer ou il gagne,
donc :

+oo
G=JGn
n=3

Or les évenements sont deux a deux incompatibles (il ne peut pas gagner a deux moments
différents) donc

= =X\ 1 1 1 1
n=3

n=3
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10.

(a) On ne peut pas obtenir deux piles en un seul lancer donc : dy = 1.
En deux lancers, ne pas obtenir deux piles consécutifs est I’événement :

B A Po 1 3
RiN Ry donc d2:1—121

par indépendance des lancers.

(b) On note D,, I'événement ” deux piles consécutifs n’apparaissent jamais durant les n premiers
lancers 7. Avec le systéme complet d’événements (Fy, P N Fy, Py N Py) on obtient :

Dyio=(Fi1NDpy2)U(PLNFoNDpio)U(PrNPyN Dyya).
Donc par incompatibilité :
P(Dyy92) = P(F1 N Dypy2)+ P(PLNFyN Dyyo)+ P(PLN PaN Dyyyo)
puis les probabilités composées :
P(Dy42) = P(F1)Pr,(Dpy2) + P(Pr N Fy)Ppap,(Dny2) + P(Py N Py) Ppyap, (Dyy2).

On remarque que la probabilité de D, o sachant Fj est celle de D, 1, car 'arrivée d’une face
signifie qu’on repart du départ, avec un lancer de moins pour obtenir ou non la succession
PP.

De méme, la probabilité de D, s sachant P; N Fy est celle de D,,, car arrivée de Fy fait
repartir du début avec seulement n lancers restants.

Enfin, sachant P, N P», D,19 est impossible : on a obtenu une séquence PP aux lancers 1
et 2, donc on en a au moins une dans les n + 2 premiers lancers.

Donc, par indépendance des lancers :

P(Dn+2) = P(Fl)P(Dn_H) + P(Pl N Fg)P(Dn) + P(Pl N PQ) x 0
1 1

= 3P(Du) + {P(Dy)

Enfin on obtient bien :

1 1
dn+2 = §dn+1 + Zdn

(c) On reconnait une suite récurrente double, dont ’équation caractéristique est :

1 1
$2:§$+1<:>4$2—2$—1:0

qui a pour discriminant et racines :

:2—\@:2—2\/5:1—\/5 14++5

8 8 p =y

A=4—-4x4x(-1)=20, =1

On en déduit qu’il existe deux constantes « et 3 réelles telles que pour tout n € N* :

1+v5\" 1-v5\"
wmo(H58) s (157

(d) On reconnait deux séries géométriques, encadrons leurs raisons :

3<1++5<4 8 15
1<5<9 = 2<V/5<3=> =
—-2<1-V5< -1 Lo lVs ol
1< o
=
1< 156 <
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11.

donc ces deux séries géométriques convergent, et la série de terme général d,, converge.

L’énoncé précise d’utiliser la question (b) pour obtenir sa somme, on va donc repartir de :

1 1
—dpy1 + Zdn

dn+2 = 9

Pour faire apparaitre la somme, sommons cette égalité pour n allant de 1 a +o0 :
+00 1 ~+00 1 +oo
Zdn+2 = izdn+1 + szn
n=1 n=1 n=1

On effectue les changements d’indice n’ = n+ 2 dans la premiére somme et n’ = n+ 1 dans
la seconde, et on ne touche pas a la troisieme (c’est celle qu’on cherche) :

o0 1 +o0 1 +o0
> dn = §Zdn+ ZZdn.
n=3 n=2 n=1

On fait apparaitre les termes manquants par rapport a la somme cherchée dans les deux
premieres sommes :

+o0o 1 +oo 1 +oo

Zdn—dl—d2:§ > dy—dy +12dn.

n=1 n=1 n=1
Or on sait que d; = 1 et dy = 3 donc :

Zd - de Zd

On rassemble enfin a gauche toutes les sommes, et on obtient :

,Zdn_

FM\]
N |
Il
\
(oW
@]
B
o
N
o
3
|
ot

(T > n)U (T = 0) signifie que, soit un joueur gagne lors d’un lancer de rang supérieur a n,
soit aucun ne gagne. C’est donc le contraire de ’événement : ”un joueur gagne entre les
lancers 3 et n” (car on ne peut gagner apres le premier ou le second lancer).

Or pour gagner entre les lancers 3 et n, les deux joueurs ont besoin d’une séquence PP.
Donc si cette séquence n’apparait jamais dans les n premiers lancers, aucun joueur n’a pas
gagné.

Considérons les autres cas. Si une séquence PP a eu lieu lors des n premiers lancers, elle
fait partie d’une chaine du type

PPPPPPPPPPP

précédée d’un face ou bien commencant au premier lancer, et suivie d’une face.

Si elle est précédée d’un face, il est immédiatement suivi d’un double pile, donc le joueur J’
a gagné. On en déduit que c’est impossible, et la chaine doit commencer au premier lancer.

Si le face qui suit arrive au lancer n ou avant, comme il est précédé d’'un double pile, le
joueur J gagne. C’est impossible, et la chaine doit donc s’arréter apres le premier lancer.

Finalement la seule séquence qui permet d’avoir eu un double pile au moins lors des n
premiers lancers, sans qu’un des joueurs gagne, est :

RlﬂRgﬁmﬂRn_lﬁRn:ﬂRi.

10
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On obtient donc la décomposition suivante :

n
(T>n)U(T'=0)=D,U <ﬂRz>
i=1
La réunion est incompatible et les lancers indépendants, et finalement :

P((T > n)U(T =0)) = dy + @)n

On remarque que, avec une réunion incompatible, on a :
(T>n)U(T=00U(T=n)=(T>n—-1)U(T=0).
On en déduit que :

P(T>n)U(T=0))+P(T=n)=P(T>n—1)U (T =0))

1
P(T'=n) = P((T>n—1)U(T:0))—P((T>n)U(T:())):F+dn,1—
2—1 1
= dn1—dp=—+dn_1—dy.
on + 1 on + 1
On cherche la probabilité de
+o0
T=0 =T =n)
n=3

Par incompatibilité de la réunion, les 3 sommes étant convergentes, on obtient :

400 +00 1 n 400 +o00
PIT=0)| =Y P =n)=3" <2> +3 deet =Y da
n=3 n=3 n=3 n=3

Avec le changement d’indice n’ = n — 1 dans la deuxiéme somme on obtient :

—_— 1 1 1 1
P [(T = O)} = *X71+Z dn—(5—d1—d2) = §X2+(5—d1)—5+d1+d2 = Z+d2 =

12. On remarque que, avec une réunion incompatible,

b

un joueur gagne ” =" J gagne ” U” J’ gagne ”

donc on obtient que :

1
1= 1 + P (” J gagne ”)

et enfin J' est gagnant avec une probabilité %, donc J’ a bien un net avantage sur .J.

Lycée Clemenceau - Reims

1
g

1+3_
4 4

Le paradoxe vient du fait que séparément, les séquences gagnantes des deux joueurs ont exacte-
ment les mémes probabilités d’apparaitre pour la premiere fois & n’importe quel rang. Cependant
comme ’évenement ”J gagne” impose 'arrivée d’un double-pile qui augmente considérablement
les chances d’arrivée de la séquence gagnante de J’ précédemment, J’ possede un large avantage.

En allant un peut plus loin, on peut remarquer que le jeu est décidé apres les deux premiers

lancers :

face, le premier double-pile sera obligatoirement précédé d’une face, et J’ gagnera.

11

s’'il y a eu un double pile, a la premiére arrivée d’un face, J gagnera. S’il y a eu un

1.
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13. Cette fois les séquences gagnantes de J et J’ ont non seulement les mémes probabilité d’arriver
pour la premiere fois & chaque lancer, mais elles sont aussi et surtout parfaitement symétriques
(ce qui n’était pas le cas lors du jeu précédent). On peut donc affirmer que le jeu sera parfaitement
équitable (a condition que la piece soit équilibrée évidemment).

14. (a) La question 11 donne P(T = n) en fonction de d,,, on part donc de :

t(x) = ZP _0+0+§[<;)n+dn_1—dn]xn

n=3

+o0 n +o0
= Z<2x> —|—Zdn 1z" de

n=3 n=3

3
- T 0T ) — dix — doz®)

8

$3 3 2
= 5 X352 + z(d(z) dlx)—<d($)—x—4x)
= x—g X #+xd(az)—x2—d(m)+x+§x2
2 T 212-2) 4

z3

C 1)) 4o 2 AT D522

2(2 —x)
T fx? 4 203 4 322 — 343
= (z—1)d(z) +2z+ 2 52— 1) 2
x3 — 22 22(z —1)
= (:U—l)d(x)+x+m :(x—l)d(x)+x+m
72
= (z—-1) [d(:r)+ 32— )] +z
(b) De plus on obtient
+o0
t(1)=> P(T=n)=0+0+ >  P(T=n)-0=1
n=1 ne{0}U[3;+o00[
donc :
t(z) — (1) (r—1) [d( )+2(2 x)}+$ 1 (x—1) [d( )+2( )-l-l}
z—1 N z—1 - z—1
72
= d(x) + m + 1.

(¢) Sur le modele de la partie I, d étant définie par une série, on revient a la définition de la
croissance : soient = et y deux réels de [0;1] tels que z < y, alors par croissance de la
fonction z +— 2 sur [0; 1], pour tout k > 1 puis avec dj, > 0 :

+o0
z<y= 2F <yF = dpa* < dpy* :>dea: =d(x dey
k=1

donc la fonction d est croissante, ce qui assure que sur [0;1], d(x) < d(1).

12
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15.

Enfin comme la série de terme général diz® est & termes positifs, sa somme partielle est
toujours inférieure a sa somme ce qui donne :

N +oco
YN >1, Y dat <) dpa® = d(z) < d(1).
k=1 k=1

On fait tendre x vers 17, et par somme de limites (finie) & gauche et par passage des
inégalités a la limite, on obtient :

N
YN >1, Y dp < lim d(z) < d(1).

1-
=1 T—r

Enfin on fait tendre N vers 400 dans cet encadrement (la série est bien convergente, et les
deux autres termes sont constants) :

+o0
> dp=d(1) < lim d(z) < d(1)
r—1—
k=1
donc on obtient bien :
lim d(z) =d(1) = 5.

rz—1—

On déduit de ce qui précede que

xTr) — .CL'2
M:dmw@_@ﬂ MW e )

+1—5+1+1—13
- 2 27

r—1

t est donc dérivable et 1, et sa dérivée vaut % La partie I appliquée & la variable aléatoire
T assure alors que T admet une espérance, et que celle-ci est égale a ¢/(1) :

E(T) = ¢(1) = %
Partie IV : Simulation informatique

r y k
r y k

r=1 1101
x y k ET _ 0; 0T T3 (r=1)]0]1|1
r=1)[1]0]1 r=1) [TT213 (r=0)[1]2]2
2 (r=1)[2]0]2 by (r=0) [0TTTTL o (r=1)[0]1]3
(r=1)[2]0][37 r=0) [0TTT5] (r=0)[1]2]4
r=1)[2]0]4 =0 [0TTT6 (r=0)[0]1]5
(r=0)[3[1]5 -1 (11277 (r=0)[1[2]6
=1 27313 r=1)[2[3]7

16. Si on considere qu’obtenir 1 correspond & obtenir un Pile et obtenir 0 un Face, on constate que

la séquence ” Pile, Pile, Face ” intervient au cinquiéme lancer dans 15.(a) et que la séquence ”
Face, Pile, Pile ” n’est pas apparu auparavant donc le joueur J a gagné au cinquieme lancer.
Pour 15.(b) et 15.(c), c’est le joueur J' qui gagne respectivement au huitieme et septiéme lancer.
La valeur que prend k correspond dans chaque cas au rang du lancer ol I'un des deux joueurs
gagne, r désigne le nombre d’éléments de la séquence ” Pile, Pile, Face ” pour le joueur J et y
le nombre d’éléments de la séquence ” Face, Pile, Pile ” pour le joueur .J'.

Il faut donc rajouter ” le joueur J gagne ” dans la premieére parenthese et ” le joueur J' gagne
” dans la deuxieme parenthese.

11 affiche successivement ” le joueur J gagne 7, ” le joueur J' gagne ”, ” le joueur J' gagne ”.
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