ECG2 - Mathématiques appliquées Lycée Clemenceau - Reims

— Correction - AP 8
Espaces vectoriels

Exercice 1
1. (a) Montrons que F N G est un sous-espace vectoriel de E :

e FNGCEcar FCFEetGCE.

e Op € FetOp € G (car F et G sont des sous-espaces vectoriels de E) donc Op € FNG
et FNG #0.

e Soit u,v € FNG et A € R. Comme u,v € F et F sous-espace vectoriel, A\u +v € F.
Comme u,v € G et G sous-espace vectoriel, Au +v € G. Donc Au+v € FNG.

Donc F'N G est un sous-espace vectoriel de E.

(b) F={(2,y,2) €ER3 |z =2y+2z} ={(—2y+2,2) | y,2 € R} = Vect((-2,1,0),(1,0,1)).
Donc ((—2,1,0),(1,0,1)) est une famille génératrice et libre (car ce sont deux vecteurs non
colinéaires) de F'. C’est donc une base de F.

G = {(a,a+b,b) | a,b € R} = Vect((1,1,0),(0,1,1)). Donc ((1,1,0),(0,1,1)) est une
famille génératrice et libre (car ce sont deux vecteurs non colinéaires) de G. C’est donc une
base de G.

Soit u = (z,y,2) € FNG. Alorsz +2y —2=0 (caru € F) et y=x+ z (car u € G). On
obtient alors :

1
r+2y—z = 0 N r+2y—z = 0 o r= ;gz
r—y+z = 0 —3y+2z = 0 y = =3

3

1 2
Donc FNG = {(—gz, gz,z) | z € R} = Vect((—1,2,3)). Donc ((—1,2,3)) est une famille

génératrice et libre (car c’est un vecteur non nul) de F'NG. C’est donc une base de FNG.

2. (a) (1,0) € F'donc (1,0) € FUG. (0,1) € G donc (0,1) € FUG. Mais (1,0)+(0,1) = (1,1) ¢ F
et ¢ G donc ¢ FUG.
F UG n’est donc pas stable pour la loi + et n’est donc pas un sous-espace vectoriel de E.
(b) = Par absurde. Supposons que F' n’est pas inclus dans G et que G n’est pas inclus dans
F. Donc il existe x € F\ G et y € G\ F. Alors z,y € F UG qui est un sous-espace
vectoriel par hypothese. Donc x +y € FUG. Doncxz+y € Foux+y € G.

—Siz+ye F,alorsy=xz+y—_x € F car F est un sous-espace vectoriel. Ceci
—_

€F er
est absurde car y ¢ F.

—Siz+yeG,alorser=x+y— y € G car G est un sous-espace vectoriel. Ceci
~——

eG cG
est absurde car © ¢ G.

Dans les deux cas, on a une contradiction. Donc F' C G ou G C F.

< Si FCG,alors FUG=G. SiG C F, alors FUG = F. Dans les deux cas, F'UG est
bien un sous-espace vectoriel de E.

3. (a) Montrons que F' + G est un sous-espace vectoriel de F :
e Size F+G,ilexiste fe Fetge Gtelsquex=f+g. Orfe FCFEFetgeGCFE
donc par stabilité par somme de £, x = f+ge EFet F+G C E.

e 0p € Fet O € G car I et GG sont des sous-espaces vectoriels de F. Donc 0 =
Op+0g € F+Get F+G #0.
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e Soient 7,y € F+Get A€ R. Tlexiste f,f € Fet g, € Gtelsque: z = f+get
y=f+4g. Alors :
Mty=Mf+9)+f+d=M+f)+Mg+g)eF+G
—_—
er eG
car F' et G sont des sous-espaces vectoriels.

Donc F + G est un sous-espace vectoriel de E.
(b) Soit fe F. Alors f= f + O0p € F+G. Donc F C F+G.
< =~

er eG

Soit g€ G. Alors g= Ogp + g € F+G. Donc G C F +G.
—~ =~
eFr eG

(c) Soit H un sous-espace vectoriel de E contenant F' et G. Soit z € F'+ G. Il existe f € F et
geGtelsquex=f+9g. Or fe FCHetge GC Hdoncx=f+ge€ H car H est un
sous-espace vectoriel de E. Ainsi, F +G C H.

(d) = D’apres la question 3.(b), F C F 4+ G.

Size F+(G,ilexiste fe FetgeGtelsquex=f+g. OrGC F,doncge GCF.
Doncx= f + g € F car F est un sous-espace vectoriel de E. Donc F + G C F.
< =~

cFr er

Ainsi, F+ G =F.
< D’apres la question 3.(b), G C F'+ G. Comme F' + G = F, on a finalement G C F.

() = D’apres 3.(b), FC F+ G =FNG C G donc F' C G. De méme, toujours avec 3.(b),

GCF+G=FNGCF donc G C F. Finalement, F' = G.

< Si F=G, FNG = F. Et d’apres la question 3.(d), comme G C F (car F = G),

F+ G =F. Finalement, FNG=F =F + G.

(f) e Existence de la décomposition : u € F'+ G donc par définition de F+G, il existe f € F

et geGtelsquex=f+g.

e Unicité de la décomposition : Supposons qu’il existe (f1,91) € FxG et (fa,92) € FXG
tels que u = fi+g1 = fotga. Alors f1—fo = go—g1 € FNG car fi— fo € F (par stabilité
de F par combinaisons linéaires) et go — g1 € G (par stabilité de G par combinaisons
linéaires).

Donc fi—fo=go—g1 € FNG={0g}. Donc fi— fo=0& fi=faet go—g1 =0

g2 = g1. Il y a donc unicité de la décomposition de wu.

(g) Comme F = Vect((—2,1,0),(1,0,1)) et G = Vect((1,1,0),(0,1,1)), on a :

F+G = {f+g|feFetgeG}
{a(-2,1,0) +b(1,0,1) + ¢(1,1,0) + d(0,1,1) | a,b,c,d € R}

= Vect((~2,1,0),(1,0,1),(1,1,0), (0,1,1))

= Vect((1,0,1),(1,1,0),(0,1,1))
car (—2,1,0) = —;(1,0, 1)— %(1, 1,0)—1—%(0, 1,1). Ainsi, ((1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)) est une
famille génératrice de F'+ G et elle est libre (& démontrer). C’est donc une base de F+G et
dim(F+G) = 3. Comme F+G est un sous-espace vectoriel de R3 et dim(F+G) = dim(R?),
F+G=R.
On a vu a la question 1.(b) que dim(F) = 2, dim(G) = 2 et dim(FNG) = 1. On a donc
bien que dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).

Exercice 2
1. On vérifie que A'A = AA et B'B =! BB donc Aet B€ E.
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9. A+ B= (g 8) A+ B) = (8 g) et on vérifie que (A + B)Y(A + B) £ (A+ B)(A+ B).

Ainsi, A+ B ¢ E. E n’est donc pas stable par somme et n’est donc pas un espace vectoriel.

3. Soit M = (a b). Alors :
c d

a c a b
wer o (00 0= (b ) (o)
a’ + b? ac—i—bd a2+ ab+cd
ac+bd A+d®)  \ab+cd b2+ d?
a2+ =a2+c2
& ac+bd = ab + cd
c+¥—ﬁ+¥
b2
< {<c ~d) =0
- b= oub——c
b=coua=d

4. On en déduit que les matrices de F peuvent étre de deux formes :

a b a b
M_(b d) ou M_<—b a>'

5. On peut donc écrire £ = F1 U FEy :

1 0 0 1 0 0
o [ = {(b d) | a,b € R} = Vect <<0 O) , (1 0> , <O 1)) est le sous-espace vecto-

riel de dimension 3 des matrices symétriques d’ordre 2.
a b 10 0 1 .
o Fy = {(—b a> | a,b e R} = Vect ((0 1) , <_1 0)) est un sous-espace vectoriel de
dimension 2.

On a ici une illustration du fait qu’en général la réunion de deux espaces vectoriels n’est pas un
espace vectoriel.

Exercice 3
1. Montrons que .#3(R) est un sous-espace vectoriel de .#3(R

)
L] O//ZB(R) € yg(R) car tO{m(R) = 0{///3(]1@). Donc yg(R) 7'5 0.
o Soient M, My € .#(R) et A € R. Alors :

t()\Ml + MQ) = tMl + tMQ =AMy + M>.
Donc AM7 + M € yg;(R).

Ainsi, #3(R) est un sous-espace vectoriel de .Z5(R).

De méme, on montre que <3(R) est un sous-espace vectoriel de .#3(R).

2. e Pour #(R), on a:

a b ¢
SR) = {(MecsR)| 'M=My=|b d el |abecdecR
c e f

= Vect(Ei,1,E22,E33,F12+ FEs1,E31+ E13,E23+ E39)

On montre que la famille génératrice obtenue est aussi libre. C’est donc une base de .73(R)
et dim(3(R)) = 6.
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e Pour @(R), on a :

0 a b

{M e #5R)| '"M=-M}= —a 0 c||a,bedeeR
b —c 0

= Vect (ELQ — E271, E3’1 — E173, E273 — E3’2)

3(R)

On montre que la famille génératrice obtenue est aussi libre. C’est donc une base de 3(R)
et dim(a3(R)) = 3.

3. Soit M € #3(R) N 4(R). Alors 'M = M et tM = —M. Donc M = —M < 2M =0< M = 0.
Donc #3(R) N @A(R) C {0 4}

Comme 73(R) et 3(IR) sont des sous-espaces vectoriels de #3(R), 0 4, ®) € 73(R) et 04, r) €
%(R) Donc {0///3(R)} C yg(R) N %(R)

Ainsi yg(R) N %(R) = {Q///g(R)}
4. On a vu dans 'exercice 1 que .#3(R) 4+ 24 (IR) est un sous-espace vectoriel de .Z3(R).

De plus, dim(.%3(R) + #(R)) = dim(.%(R)) + dim((R)) — dim(.S5(R) N.#(R)) = 6+3—0 =
9 = dim(.5(R)).

Donc %3(R) = yg(R) + %(R)

5. Comme .Z3(R) = #3(R) + @A(R) et A3(R) N 3(R) = {0 4,r)}, on a démontré a la question
3.(f) de 'exercice 1 que, pour toute matrice M € .#5(R), il existe une unique matrice S € .73(R)
et une unique matrice A € @4 (R) telles que M = S + A.

6. Ona M =S+ A avec S € /(R) et A € @A (R). Donc ‘M = Y(S+A)= 1S+ A=5—-A.
AlorsS:%(M—&— tM) etA:%(M— tM).

Exercice 4 (d’aprées EDHEC 1997)
1. (a) Ona:

0 b
N = 0 allabeR ) ={aJ+bK |abeR}Vect(J K),
0 0

o O R

donc A4 est un sous-espace vectoriel de .3 (R). De plus, la famille (J, K) est génératrice
de .. Elle est également libre car J et K sont deux vecteurs non colinéaires. C’est donc
une base de A4 et A est de dimension 2.

(b) Les matrices de .4 sont triangulaires supérieures dont tous les éléments diagonaux sont
nuls, elles sont donc non inversibles.

(c) Soit A une matrice non nulle de .#". Si A est diagonalisable, alors A = PDP~! avec
P inversible et D diagonale dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de A.
Comme A n’a qu’une seule valeur propre égale a 0 (car A est triangulaire supérieure et que
ses éléments diagonaux sont nuls), D = 0 et donc A = PDP~! = 0. Ceci contredit que A
est non nulle. Donc A n’est pas diagonalisable.

(d) Soient A et B deux matrices appartenant a .#". Comme (J, K) est une base de ./, il existe
des (uniques) réels ay, az, by, b tels que A =a1J + as K et B =b1J + bo K. Alors :

AB = (a1J+a2K)(b1J+ bQK) = a1b1J2 4+ arbo JK + asb1 KJ + b1b2K2 =a b K e N,

car J2=K et JK = KJ = K? = 0. Ainsi, .4 est bien stable par produit matriciel.
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(e) En reprenant les calculs précédents, on a :
AB = alblK = blalK = BA.

Ainsi, les matrices de .#/° commutent bien deux a deux.
(f) Soient A, B et C trois matrices appartenant a .4#". En décomposant dans la base (J, K)
comme aux questions précédentes, on a :
_ _ 2 _
ABC = (CL1J + agK) X (le + bQK) X(01J + CQK) =a1bycq KJ +arbics K= = 0.

—a1b K =0 =0

2. (a) La matrice nulle n’appartient pas & _# donc _# n’est pas un espace vectoriel sur R.

(b) Soient I + N et I + N’ deux matrices appartenant & ¢, avec N et N’ appartenant a 4.
Alors :
(I+N)YI+N)=I+N+N+NN'.

La stabilité de .4 pour la multiplication implique que NN’ € 4. Puisque .4 est un espace
vectoriel, N + N’ + NN’ € 4. Donc, par définition de ¢, I+ N+ N'+ NN € #. On
a bien prouvé que ¢ est stable par produit matriciel.

3. (a) E(0) =1 # 0 donc FE n’est pas une application linéaire.
1
(b) Soit N € A". Alors N? € 4 car ./ est stable par produit matriciel. Donc N + 5]\72 eN

car ./ est un espace vectoriel. On a alors :

1
E(N)=I+N+ N*€ 7.

N——
eN

On a ainsi démontré que E(A) C 7.
(c) Soient A et B deux matrices de 4. Alors :

E(A) x E(B)

1 1
<I+A+2A2)X(I+B+232>
Lo Lip2a Lo 1o L 2o
= [I+B+_-B°+A+AB+ -AB“+ -A“+ -A*B+ —-A“B“.
2 2 2 2 4
Comme A, B € .4, AB? = A’B = A?B? = 0 (question 1.(f)).

Donc .
E(A)xE(B)=I+(A+B)+ 5(A? +2AB + B?).

Comme AB = BA car A et B appartiennent & .4 (question 1.(e)), on a alors :
1
E(A) x E(B) =T+ (A+B) + 5(A+ B)? = E(A+ B).

(d) Soit A € 4. Montrons par récurrence la propriété P(n) : " (E(A))" = E(nA)”.
Ini. (E(A))?=1Tet E(0 x A) = E(0) = I donc P(0) est vraie.
Héré. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie et montrons P(n + 1).

En utilisant ’hypothese de récurrence a la deuxieme égalité et la question précédente
a la troisieme :

(E(A)"! = (E(A)" x B(A) = E(nA) x B(A) = E(nA + A) = E((n + 1)A).

Donc P(n + 1) est vraie.
Ccl. Par récurrence, pour tout n € N, (E(A))" = E(nA).
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(e) Avec la question 3.(c), on a : F(A) x E(—A) = E(A— A) = E(0) = I. Donc E(A) est
inversible et (E(A))~! = E(-A).
4. (a) L(0) = —;I # 0 donc L n’est pas une application linéaire.

(b) Soit I + N une matrice appartenant a ¢, avec N € 4. Alors :
1 1
LI+N)=(I+N)-1- §((I+N)—I)2 :N—§N2 €N,

car ./ est un espace vectoriel qui est stable par produit (questions 1.(a) et 1.(d)). On a
ainsi démontré que L(_#) C A .

(¢) Remarquons tout d’abord que les composées Lo E et Eo L existe bien d’apres les questions
3.(b) et 4.(b). Soit N € 4.

e D’une part, on a :

(LoE)(N) = L(E(N))—L(I+N+1N2>

2
1, 1 1, 2
= (I+N4+=N*)—T—-((I4+N+=N?)—1T
2 2 2
1 1 1.5\ 1 1 1
= N+_-N?--(N+-N?) =N+ _-N?>—-(N?4+ N34+ -N*
T3 2( T3 ) 3 2( T
1, 1,
— N+ -N?2--N?=N,
2 2

en utilisant la question 1.(f) pour simplifier.

e D’autre part, on a :

(EoL)(I+N) = E(L(I+N)):E<N—;N2>

1 1 15\
= I+ (N—-=N?*)4+-(N-=-N?
(v (v-2v)
= I+N—1N2+1 N2—N3+1N4
2 2 4

1 1
= I—|—N—§N2+§N2:I—|—N,

en utilisant encore la question 1.(f) pour simplifier.

On a ainsi démontré que Lo B = Id y et EoL = Id ;. Les applications E et L sont donc
bijectives et réciproques 'une de 'autre.

Remarque. Le lecteur intéressé pourra regarder l’exercice 3 du sujet EDHEC 1997 qui porte
également sur ce theme.




