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DM5
Correction du devoir maison du 04/11/16

Exercice 1

1. lim an = +00 par croissance comparee
n—-+00

1
2. lim n+ — = +oo donc, par composition, lim b, = +oo.
n—-+4oo n n—-4o0o

3. lim e"=0, lim n?=+ocodonc lim ¢, =0 par quotient.

n—-+00 n—+00 n—+o00
2 2 2 2
n?l+-+—=) 1+=-+—= 1
2
n2(2 + — 24 — T
(24 ) o
e"(14n2e™™) 1+ n2e™ ) 9 _n . .
5. ey = Ty ——Ty = i p— On a ngrilm 1+ n“e "™ =1 (par croissance comparée),
lim e" = 400 et lim 1 — ne 2" = 0 (par croissance comparée). Donc, par quotient et
n—-+o0o n—-+o0o
produit, lim e, =0.
n—+00

n+1 1 1
6. fr, = n = " Or lim 1+\/f+—2—1et lim l—1:—1. Par
n
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n(— . 1) 21 n——+00 n—-+oo n
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quotient, lim f, =0.
n—-+00
9 9 2 . 2 . 2 .
7. =3n" +2n = n°(-3+ —) et lim n° = 400, lim —3 + — = —3. Donc par produit,
n n—-+oo n—-+oo n
lim —3n? 4 2n = —co et par composition hm gn = 0.
n—-+0o0o n—-+o0o

2 2
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8.hn:ln< 3 lim 1+ -— =1, lim 1+ +——1 donc
n?+1 14 1 n—+o00 n n=-+oo
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n
2 2
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par quotient, lim n__ N~ — 1. Par composition, lim h, = In(1) = 0.
n—-+4o0o 1 + i n—-+4o0o
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n
In(n) +/n In(n) 1
2
, (1+ nZ ﬁ) 1+ n2  p3/2 . In(n) 1 1
9. i, = = . lim 1+ 3 ———=1let lim 1+—= =1
9 \/ﬁ 1+ 1 n—-+oo n n3/2 n—-+oo n3/2
n?(1+ W) 372

donc par quotient, hm in = 1.

M1+—5—1 M1+—§—1
Vi—1
10. j n n —0.

n—>+oo 2

. . 1 2 1 1
11. k 1+ —I——— — lim n = 400 et lim I+ —+—=5 -\ -+—=5 =
n—+00 n—+00 n n n n

— =1. Donc par produ1t hm kyn, = 4o00.
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(par croissance comparée et par quotient).

Exercice 2
1. (up)nen n’est pas arithmético-géométrique car elle n’est pas de la forme u, 1 = au, + b avec a
et b deux constantes.

2. Pour tout n € N, on a :

v _un+1_3un+4n_§xu7n+l
LT AT T T an 4 T T4 T g 4

3. (vn)nen est arithmético-géométrique. On a :

3 1 1
r=-r+ S -r=

1 1 1 S =1

I

On considere alors la suite (wy,)nen définie par : w, = v, — 1. Alors :

1 3 n 1 1 3 3 3( 1) 3
Wpi1 =Upy1 —Ll=-vp+-—1=-v,— - =—(v, — 1) — —w,.
n+1 n+1 4 n 4 4 n 4 A n 4 n
. o . 3 . uo
Donc (wy,)nen est géométrique de raison 1 et de premier terme wy = vg — 1 = o 1=-1.

Donc, pour tout entier naturel n,

3\" 3\" n 3\"
wn—(4> x (—1), doncvn—1—<4> , et u, =4 x(l—(4> >

3\" 3
4. Ona: lim 4" =4occet lim <1—(> )zlcar4>1et—1<4<1.

n—-+00 n—-+o00 4

Par produit, lim wu, = 4oc.
n—-+00

Exercice 3
1. (vp) n’est pas une suite récurrente linéaire d’ordre 2 a cause du +10.

2. w, = v, + 1 donc v, = w, — 1. Alors:

Un+2 = 5’Un+1 + 6’Un +10 & (wn+2 - ].) == 5(wn+1 - ].) + G(wn — ].) + 10
& Wpyo — 1 =dwp41 — 5+ 6w, —64+10
& Wpy2 = OWp41 + 6wy,

3. L’équation caractéristique associée & (wy) est 2 — 5z — 6 = 0. Cette équation admet deux
racines: —1 et 6. Donc, pour tout n € N, w,, = A(—1)" 4+ pu6", avec A et p deux constantes a
déterminer. On a:

wog=v9+1=3
wi=v+1=4 = )\(—1)1+M61

A(=1)0 + p6° A = 3(Ly)
{—/\+6u = 4(Ly)

- {)\—i—u = 3(Ly)

A o= 2(L)
- {u — 1 (L)

Ainsi, pour tout entier naturel n, w, = 2(—1)" + 6" et v, = w,, — 1 =2(—-1)" + 6™ — 1.
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~1\" 1
4. On a: v, = 2(-1)"+6" -1 = 6" (2() —|—1—>. Or lim 6" = oo car 6 > 1 et
6 6" n—+00
im (22) =0 "L g 11 Done tim (221 AT R duit
Jm | =0 car — ;1. Donc lim 5 gn | = 1 et par produi
lim v, = +o0.
n—+o00

Exercice 4
1. Voici la procédure pour calculer Sy:

n=input ( 'Donner_une.valeur._de.n:._")
S=0
for k=1:n do
S=S+In(1+k/n"2)
end

disp(S)

2. (a) La fonction f est définie, continue et dérivable sur R™ en tant que somme de fonctions
définies, continues et dérivables sur R™ (la fonction logarithme est définie, continue et
dérivable sur RY et que, V x € RT, 1+ 2 > 0). Pour tout x > 0,

1 T
"Nz)=1— = >
Fa) l+z 1+z°
La fonction f est croissante sur RT. Donc V o € R, f(z) > f(0) = 0. f est donc positive

sur R..

(b) La fonction g est définie, continue et dérivable sur R* en tant que somme de fonctions
définies, continues et dérivables sur R™ (la fonction logarithme est définie, continue et
dérivable sur RY et que, V x € R*, 1+ 2 > 0). Pour tout x > 0,

2 2
1 4a— 1 _1+a:+:c+x _ oz > 0.
1+x 1+ 1+4+=x 1+ 1+

g'(x) =

La fonction g est croissante sur R*T. Donc V z € R*, g(z) > g(0) = 0. g est donc positive
sur Ry.

c) Pour tout x € Ry, on a:
( ) +>

e d’apres la question 2.(a), f(z) >0« 2z —In(1+2) >0< x> In(1 + ).
2 2

e d’apres la question 2.(b), g(z) >0 < In(1+ ) —x + % >0en(l+z)>z— %

On a ainsi, pour tout > 0, x — % <In(l+4+z) <z

k
3. (a) Soit n € N*. Pour tout k € [1;n], on pose x = — dans les inégalités (1) et on obtient
n

soit

(b) On somme les inégalités (2) pour k allant de 1 & n et on en déduit:

zn‘;<n2 - 2n4> Zln <1+ n2) z::—.
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‘i(k—kQ):le—l k2:in(n+l) in(n—f—l)(Qn—f—l)
n?

n2 2n? 2n4 n2 2 ~ond 6
k=1 k=1 k=1
- n+1 (n+1)2n+1)
- 2n 12n3
n
¢ Ym(1+ k) =,
k=1
"k 1 < 1 nn+l) n+1
DD D I R T
k=1 k=1
On en déduit 'encadrement demandé:
n+l (n+1)(2n+1) <5, < n+1
2n 12n3 2n
4. (a) On a:
1 1
14 =
n+1_”< +n> I+ !
o 2n 2 no+oo 2]
“ 1 1 1 1
2(1+—)(2+ = 1+=) (24—
iy (0 () (40 (0+3) o
12n3 - 12n3 B 12n n—s+oo
1 1)(2 1 1 1 1
(b) Avec la question précédente, ngrfoo <n2—; A 1)2(71? +1) = 2) et ngrfoo n;?; =5

D’apres le théoreme d’encadrement avec les inégalités de la question 3.(b), on a donc que

1
la suite (S,,) converge vers 3

n n n

1
Ainsi S, = In(P,) et donc P, = e%». Or lim S, = = et lim e* = el/? (par continuité de la

n—-4o00 x—)%
fonction exponentielle). Donc, par composition des limites, 11111 P, = e'/?
n—-+0oo



