ECG2 - Mathématiques appliquées Lycée Clemenceau - Reims

—— Correction - DS 11 (A)
Devoir surveillé du Samedi 16 Mars

Exercice 1 (EML 2018)
1. (a) On av = f(e1) + €1 mais, puisque A est la matrice de f dans la base B = (e1, e2,€3), la
lecture de sa premiére colonne permet d’affirmer que f(e;) = —2eg + e3. Ainsi,

v=f(e1) +e1 =e1 — 23+ es.
(b) Montrons que la famille C = (u, v, e1) est libre. Soient A\, i,y € R, on a

M+ pv+ve1 =0 < ANep —eg) + pler —2ex+e3) +ve1 =0
< A+ p+y)er+ (=X —2u)ea + pes =0

Adtpt+y =0

& —-A—=2u 0

n 0
S A=pu=v=0.

Ainsi, C est une famille libre de 3 vecteurs de R3. Puisque dim(R?3) = 3, C est une base de
R3.

(c) Par définition de la matrice de passage P de B a C, on a

1 1 1
P=|-1 -2 0
0 1 0

Pour calculer P~!, on peut procéder & un calcul d’inverse mais on peut plus élégamment
utiliser le fait que P! est la matrice de passage de C & B et que, si I'on pose €] = u, e}, = v
et ef = eq, alors on a les relations :

ep = €4
e = eh—e
es = —2€|+e,+ef
Ainsi,
0 -1 -2
Pt=(0o 0o 1
1 1 1

2. (a) En effectuant le produit matriciel, on a f(u) = 2u, f(v) = —v. Enfin, par définition de v,
f(e1) =v —e1. On a donc par définition de la matrice de f dans la base C :

2 0 O
A=10 -1 1
0 0 -1

(b) Avec la formule de changement de bases :
Mc(f) = PC,BMB(f)PB,C donc A’ =P 'AP.

(¢) La matrice A’ est triangulaire, ses valeurs propres sont donc situées sur sa diagonale. Ainsi,
Sp(A) = {—1,2}. Déterminons les sous-espaces propres associés :
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e Pour E_1(A) :

x

Y GE_l(A’)ﬁ{ sv. =0 sSrx=z=0.
z = 0
z
0
Donc E_1(A’) = Vect 1 (on obtient une base de E_1(A’) car ¢’est une famille
0
libre, un vecteur non nul, et génératrice).
e Pour Ey(A) :
x
' —3y+z = 0 _
Y 6E2(A)<:>{ s, — 0 Sy=2=0
z
1
Donc Ey(A’) = Vect 0 (on obtient une base de Ey(A’) car c’est une famille
0

libre, un vecteur non nul, et génératrice).

(d) Comme 0 ¢ Sp(A’), A’ est inversible. Comme A = PA'P~1 A est donc également in-
versible car c’est le produit de matrices inversibles.

Si A est diagonalisable, alors il existe Q) inversible et D diagonale telles que A = QDQ!.
On a alors A’ = P7'QDQ 'P = (P7'Q)D(P~'Q)! et A’ est aussi diagonalisable.

0 1
Or Sp(4") = {-1,2}, E_1(A") = Vect | | 1 et Fo(A’) = Vect | [0] |. Par con-
0 0
0 1
caténation, 11,10 est une famille libre de .#3 1 (R) mais ce n’est pas une base car
0 0

son cardial est égal & 2 et la dimension de .#5 1 (R) vaut 3. Donc A’ n’est pas diagonalisable.
Donc A ne peut pas non plus étre diagonalisable.

3. (a) On calcule :

9(81) = 9(17070) = (1307 _1) = €1 — €3
g(e2) = 9(0,1,0) = (1,2,1) = e + 2e2 + 3
9(63) = 9(0707 1) = (_1505 ]-) = —€1 + €3.
Ainsi,
1 1 -1
B=|0 2
-1 1 1
(b) Un produit matriciel direct donne :
2 2 =2
B*=(0 4 0 |=2B
-2 2 2

(c) D’apres 3.(b), on a B2 — 2B = 0 donc X? — 2X est un polynéme annulateur de B. Il
s’ensuit que les valeurs propres possibles pour B sont les racines de X? —2X = X (X —2).
Ainsi,

Sp(B) C {0,2}.
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e Pour Ey(B) :

x r+y—2z =0 . =
y | € Eo(B) & 2y =0 <:>{ B
y = 0.
z —r+y+z =0
1
Ainsi, Eo(B) = Vect | |0 (on obtient une base de Ey(B) car c’est une famille
1
libre, un vecteur non nul, et génératrice).
e Pour Ey(B) :
T r+y—2z = 2
y| € E2(B) < BX =2X & 2y = 2y sSr=y—2=z
z —rz4+y+z = 2z
1 -1
Ainsi, Fy(B) = Vect 11,10 (on obtient une base de E3(B) car c’est une
0 1
famille libre, deux vecteurs non colinéaires, et génératrice).
1 1 —1
(d) Par concaténation, o],{1}|,] 0 est une famille libre de .#3(R). Elle est de
1 0 1
cardinal 3 égal & la dimension de .Z5(R). C’est donc une base de .Z3(R) et B est diago-

nalisable.

4. (a) Montrons que & est un sous-espace vectoriel de .#3(R).

o & est inclus dans .#5(R) par définition.
e Ona B x 03 =03 =03 x Adonc 03 € €.
e Fixons M,N € Eet A€ R, on a

B(AM + N) = ABM + BN = AMA+ NA = (AM + N)A,

car M, N € £ a la troisieme égalité. Ainsi, A\M + N € £.
En conclusion, &£ est un sous-espace vectoriel de .#3(R).

(b) Soit M une matrice appartenant & £, on a donc BM = MA. Supposons que M est
inversible. On peut alors réécrire la relation d’appartenance a £ comme :

A=M"'BM.

Les matrices A et B sont ainsi semblables. Or on a vu en 3.(d) que B est diagonalisable et
en 2.(d) que A ne l'est pas. On a donc une contradiction. Ainsi, si M € &, alors M n’est
pas inversible.

5. (a) Le rang étant invariant par transposition, on a, pour tout A € R,
rg(A — M3) =rg( "(A — \I3)) =rg('A — \I3).
(b) On a observé en 2.(d) que 2 € Sp(A’). Or A — 2I3 et A’ — 2[5 sont semblables car :
A—2I3=PAP ' —2I3=P(A - 2I5)P .
Comme deux matrices semblables ont méme rang,

2 € Sp(A) = rg(A' —2I3) < 3=rg(A—2I3) <3=2¢c Sp(A).
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Donc, avec 3.(c), 2 € Sp(A) N Sp(B). Mais
Sp(4) = {AeR|rg(A—-)\3) <3}
= {MNeR|rg('A—-)\3) <3}
= Sp(*A).
Ainsi, « = 2 € Sp(tA) N Sp(B).
On a X € Ey(B) donc BX =2X et Y € F5('A) donc 'AY =2Y. On a ainsi,
BN =BX'Y =2X'Y =2N

et
NA=X'"YA=X'1AY)=X'2Y)=2X"Y =2N.

Ainsi, BN = NA et donc N € €£.
Il reste a montrer que N est non-nulle. On commence par observer que X et Y sont non

Y1
nuls, donc en particulier, si on pose Y = [ y2 |, on a
Y3
n 3 )
YY=(pn v ys3)|y2]= Zyz # 0.
Y3 =1

Par ’absurde, supposons que N = 03, on a alors :

3
N=03=>NY =0=XYY=0=X- (Zgﬁ) —0= X =0.
i=1
On obtient une contradiction. Ainsi, N € £\ {03}.

On sait d’apres 3.(c) que Ex(B) est de dimension 2. Fixons une base (X1, X2) de E2(B) et
fixons un vecteur propre Y € Es( *A). 1l suit alors de la question 5.(c) que Ny = X7 'Y et
Ny = X5 'Y sont des éléments non nuls de £. Montrons alors que la famille (N1, N2) est
libre.

Soient A1, Ao € R tels que ANy + Ao Ny = 03. On a alors
AN+ XaNo =03 = M X1 Y + XX 'Y =03 = (M X1 + A Xo) 'Y = 0s.

E5(B) étant un sous-espace vectoriel de R3, si on pose X = A\ X7+ M\ Xy, 0ona X € Ey(B)
et X 'Y = 03. Il suit alors de la question 5.(c) que X = 0 et donc A\; X1 + A2 X2 = 0. La
famille (X7, X2) étant une base de FEo(B), elle est en particulier libre et donc A\ = Ay = 0.

Ainsi, (N1, N2) est une famille libre formée de deux vecteurs de €. Ainsi, dim(€) > 2.

Exercice 2 (EML 2002)
1. Pour tout = € [0, 400[, on a (avec le changement de variable h = k — 1) :

2n (—1)kk'.’,12‘k71 2n 2n—1
P,,IL(CL') — ZT :Z(—l)kl’k_l — Z(_l)h+1$h
k=1 k=1 k=0
B Py et¢-1 1—(-z)  x+1°

2. On dresse le tableau de variation de P, :
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3.

4.

o.

Pour la limite en 400, on a :

2 2n—1 2n
T —x T
P, = - — ... —_—
) () x—|—2+ +2n—1+2n
2-2n -1
2n n—1 , ¥ -z 1
= - e — | =
z <x + 5 + +2n—1+2n> 400

Comme P, (0) = 0 et que P, est strictement décroissante sur [0,1], on a :

P, (1) < P, (0) = 0.

(a) Pour tout n € N* et tout = € [0, 4+o0] :

2(n+1) n )2n+1x2n+1 (71)2n+2x2n+2

2
(—1)ka* (—=1)kaz?  (—1
Pn = _— =
+1(2) kzl k ; kT o+l mi2

1
= Py(z) +2® ! <— + )

2n+1 2n+42

(b) On a donc en particulier pour z = 2 :

1 2
Pry1(2) = Pa(2) + 22" [ —
nt1(2) = Pu(2) + (2n+1+2n+2>

Et comme
1 2 n

_ — >0
2n+1+2n+2 2n+1)(n+1) = 7

la suite (P, (2)),cn- st alors croissante. Comme de plus

2 22
PI(Q):_I—F?:IZO’

alors pour tout entier n > 1, P, (2) > P; (2) > 0.

P, est continue et strictement croissante sur |1,2] donc bijective de |1,2] dans |P,(1), P, (2)]
(par le théoreme de la bijection).

Or P, (1) <0< P,(2) donc 0 € |P, (1), P, (2)]. Donc 0 admet un unique antécédent z,, €|1,2]
par P,. Autrement dit, '’équation P, (z) = 0 a une unique solution z,, € |1,2].

6. On programme la méthode de dichotomie pour programmer le calcul de x5 & 1072 pres :

1 [def approx():

2 a=1

3 b=2

4 while b-a > 10%*(-3)

5 c = (atb)/2

6 if —c+(c**2)/2-(c**3)/3+(cx*x4)/4 > 0 :
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7 b=c
8 else :
9 a=c
10 return((a+b)/2)
x2n o
7. On a vu a la question 1 que pour tout n € N* et > 0, P} (x) = T Donc :

T t2n -1 x , B . B B
| S [ Rwd= B0 = Pa@) = PO = Pat@)

Tn 2n_1

dt = 0. Avec la relation de Chasles :

8. Pour tout n € N*, on a P, (z,) = 0 donc /
o t+1

1 42n Tn 42N
t"—1 et —1
dt + dt =0
o t+1 L t+1
znth_l 1t2n_1 11_t2n
/ dt:/ dt:/ dt
L t+1 o t+1 o t+1

9. On étudie les variations de la différence. Soit f (t) = t?" — 1 —n(t? — 1). f est définie, continue
et dérivable sur R et on a :

d’ou

f(t) =2nt>1 —2nt = 2nt (£#"72 — 1).
Or,pourn>1lett>1,

t>1 = 22> 122 (par croissance de t — 272 car n > 1)
= omt* ! —2nt =2nt ("7 —1) > 0
= f'(t)>0.

Donc, pour n > 1, f est croissante sur [1, +o0o[. De plus, f (1) = 0. Donc, pour tout ¢ € [1,4o0],
f)>0 = t"—1-n(t>-1)>0 = " —1>n(t>-1).

10. On a alors tout n € N* et pour tout t > 1,

2 —1 >n(t2—1)
t+1 —  t+1

Comme 1 < z,, (bornes de I'intégrale croissantes),

Int?ﬂil In t2—1 Tn t—12 Tn n712
/ dtz/ n()dt:/ n(t—1)dt=n ( ) :n($ )

Avec la question 8, on obtient :

n(xn_1)2</xnt2n_1dt:/ll_th Ut
2 =) t+1 o t+1

On majore & nouveau en remarquant que 1 —¢?® < 1 (bornes croissantes) :

/11_t2n dt</11dt[1n(t+1)]11n(2)
o t+1 T Jo t+1 0 '

6
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Finalement :

<In(2)

Donc en divisant par n > 0 puis en composant par la fonction racine carrée (qui est croissante

sur Ry), on a:
2In2

2

O<zx,—1<

21n2
11. Comme lim -
n—-+oo

58

=0, on a par encadrement :

lim (z, —1)=0 etdonc lim z,=1
n—+o00 n—+00

Exercice 3 (EML 2017)
1. Voici le programme demandé :

1 [def EML(n):

2 b = 1 #nombre de boules bleues présentes dans 1'urne

3 r = 2 #nombre de boules rouges présentes dans 1'urne

4 s = O #nombre de boules rouges obtenues lors des n tirages

5 for k in range(n):

6 x = rd.random()

7 if x<=r/(r+b) : #si la boule tirée est rouge

8 r = r+l #on augmente le nombre de rouges dans 1'urne
9 S = s+1 #on augmente le nombre de rouges tirées

10 else:

11 b = b+1 #on augmente le nombre de bleues dans 1'urne
12 return(s)

2. On répeéte ici 1000 fois 'expérience de 10 tirages, m compte le nombre total de boules rouges
obtenues et m /1000 le nombre moyen de boules rouges obtenues lors de 10 tirages (ce qui sera
noté E(Sip) dans la suite du probleme).

20
On peut penser que E(S1p) =~ 6.66 = 3

3. (a) Tout d’abord, comme il y remise de boules dans l'urne, il est clair que Y peut prendre

toutes les valeurs de N*. Et pour tout n € N* :

P(Y=n) = P(RiN...NRy_1NB,)

= P(RI)PRl (R2)PR1MR2(R3) .. 'PRm...mRn,z (Rn—l)PRm...mRn,l(Bn)
234 2+4(n-2) 1

T 305 R (m—2) 3+ (n=1)

234  n 1 2

T 345  n4+1n+2 (n+1)(n+2)

avec :

e pour la deuxieme égalité, les éveénements n’étant pas indépendants, la formule des
probabilités composées ;

e pour la troisieme égalité, Pr,n. R, ;nrk—1 (Rk) est le quotient du nombre de boules

rouges dans l'urne (2+ (k — 1)) par le nombre total de boules dans 'urne (3 + (k —1)).
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4.

7.

2n 2
(b) CommenP (Y =n)= —————— ~ — ~ > 0, la série qui définit E(Y') = Z nP (Y =
(n+1)(n+2) + =

est de méme nature que la série de Riemann Z — (par comparaison de séries a termes
n>1 n

positifs), c’est-a-dire divergente. Donc la variable aléatoire Y n’admet pas d’espérance et

donc pas de variance non plus.

Comme pour Y, il est clair que Z peut prendre toutes les valeurs de N*. Et pour tout n € N* :

P(Z=n) = P(BiN...0Bu_1NRy)
= P(B1)Pp,(B2)Pp,nB,(B3) ... Ppin..0Bu_z(Bn-1)PBin..nBu_ (Rn)
123 1+4(n-2) 2
T 345 73+(-2)3+(n—1)
123 a-1 2 2.2
T 345 n4+1n+2 nan+1)n+2)

4n 4
Comme nP (Z =n) = Y Y fodie > 0, la série qui définit E(Z) = ;n.P(Z =

. . 1 . . .
est de méme nature que la série de Riemann E — (par comparaison de séries a termes positifs),
n
n>1
c’est-a-dire convergente. Donc la variable aléatoire Z admet une espérance.

4n? 4
Par contre, n?P(Z =n) = — > 0, donc la série qui définit E(Z2) =
n(n+1)(n+2) too m
Z n2P ) est de méme nature que la série de Riemann Z (par comparaison de séries
n>1 n>1

a termes positifs), c’est-a-dire divergente. Donc la variable aléatoire Z n’admet pas de variance.
X}, étant le nombre de boules rouges tirées (0 ou 1) au k-ieme tirage et \S,, le nombre total de

n
boules rouges tirées au cours des n premiers tirages. Donc 5, = g Xi.
k=1

2

La variable aléatoire X; suit une loi de Bernoulli de parametre P(X; = 1) = P(R;) = =.
, 2 . 21 2
Son espérance est donc E(X7) = 3 et sa variance V(X;) = 33= 9

(a) On a (X1, X2)(Q) = [0,1]?. De plus :

P((X1=0)N(Xa=0)) = P(BiNBy)= %zzé
P((X1=0)N(Xa=1)) = P(BiNRs) = %Z:é
P(X1=1)N(,=0)) = P(RiNBy) =2 =¢
P(G=1)N(X=1) = P(RiNR)=25=

(b) La variable aléatoire Xo suit aussi une loi de Bernoulli dont le parametre est a déterminer.
Avec le SCE ((X1 =0),(X; =1)), on a par incompatibilité :

P(Xa=1)=P((X1 =0)n (X2 = 1)+ P((X; = )N (X2 = 1)) = - +

2
3

| =
N =

1 1
(¢) Comme P (X =0)xP (X9 =0) = g et P(X1=0)N(X2=0)) = 6 les variables aléatoires
X1 et X5 ne sont pas indépendantes.
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8. (a) Comme précédemment, en utilisant la formule des probabilités composées :

234 24(k-1) 1 2 1+(n—1-k)
P B ..NB,) = =2
(R0 N RO Biya 0.0 Ba) 345 3+ (k—1)3+kd+k 3+(n—1)
2234 2+(k-1) 1 2 1+ (n—1-k)

2345 "3+ (k—1)3+kd4+k " 3+(n—-1)
2(k+ 1)l(n — k)!
(n+2)!

(b) L’événement (S, = k) se réalise lorsque sur n tirages, il apparait k& boules rouges et n — k
boules blanches dans un ordre indéterminé.
Pour calculer la probabilité d’avoir k boules rouges et n — k boules blanches dans un ordre
déterminé, on ferait un calcul analogue au précédent pour obtenir finalement le méme
résultat qu’au (a) (car le dénominateur est déterminé par les nombres successifs de boules
dans 'urne et le numérateur correspond au nombre de boules blanches ou rouge au cours
des n tirages : ce sont les mémes qu’au (a) dans un ordre différent), on a donc finalement :

2(k+ 1)l(n — k)!
(n+2)!

P (k rouges et n — k boules blanches, dans un ordre déterminé) =

(Sn, = k) est donc la réunion disjointe d’événements incompatibles de méme probabilité.
Chacun de ces événements correspondant aux ordres d’apparition des k boules rouges et
des n — k boules blanches, il y en a donc autant que de manieres de placer £ ” R” parmi n

places possibles, c’est-a-dire (z) Finalement :

P(S,=k) = (Z)P(Rlm...mkaBka...mBn)
B nl 2(k+1Dn—k)!  2(k+1)
 Kl(n—k)! (n+2)! C(n+1D(n+2)

9. Pour tout n € N*, S,,(2) = [0,n] donc S,, admet une espérance et on a :

B(S,) = Zn:kp(sn:k)
k=0

n

R 2(k+1) 2 ~ 2 = a
- Zk(n—l—l)(n—i—?)_(n+1)(n+2)kzk(k+1)_(n+1)(n+2) (Zk2+zk

k=0 =0 k=0 k=0
B 2 nn+1)2n+1) nn+1)\ 2 nn+1) ((2n+1)
B (n+1)(n+2)< 6 T >_(n+1)(n+2) 2 ( 3 H)
B 2 nn+1)2(n+2) 2n
 (n+1)n+2) 2 3 3

10. (a) Pour tout k € [0;n], Ps,—k) (Xnt+1 = 1) est la probabilité de tirer au n + 1-iéme tirage une
boule rouge dans une urne qui, apres n tirages ayant amené k rouges, contient n + 3 boules
dont 2 + k sont rouges. On a donc bien :

k+2

Plsu=) (Xn+1 =1) = — 3
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(b) Avec le systéme complet d’événements (Sy, = k)jco,nps 00 @

P(Xpp1=1) = P(O(Sn:k)ﬁ(XnH:l))

k=0

= Z P((S,=k)N(Xp+1=1)) (par incompatibilité)
k=0

n
= Z Pis,=k) (Xnt1 =1) P(S, = k) (formules des probas composées)
k=0

n

k+2 1 n n

k=0
1 E(S,)+2
= E(S,)+2)=—"—.
n—|—3( (Sn) +2) n+3
2
(¢) Xp41 suit une loi de Bernoulli et, puisque E(S,) = g, son parametre est :
2n 2n+6
P(X 1:1)2157(5”)+2: §+2: 52
i n+3 n+3 n+3 3

2
On remarque que, pour tout n € N*, X, suit une loi de Bernoulli de parametre 3

1 -1
11. Soit n € N*. S,,(Q) = [0;n] donc T,,(Q2) = {O, PLERY n

,1} c [0,1].
Ainsi, Vo <0, P(T, <z)=0et Vx> 1, P(T,, <z)=1.
12. Soit x € [0, 1] et soit n € N* :
[nx) [nx)

2(k+1)
P(T,<z)=P(S,<nzx)= P(S,=k)= —
k;o kzzo (n+1)(n+2)
d’apres le résultat de la question 8.(b). Ainsi,
PT,<z)=—+———"7— k+1)= ——— B
T =) = e D) kgo( TR ) ; /
o = m(m+1) .
par changement d’indice j = k+ 1. Or, Z] =— donc, avec m = |nz] + 1 on obtient :
j=1
P(T, <) = 2 (|nx| + 1)(|nx] + 2) _ (|nx| +1) (|nz] + 2).

(n+1)(n+2) 2 (n+1)(n+2)

13. Soit n € N*. La fonction de répartition de 7}, est donnée par :

0 six <0,
S L EL RS I
1 six > 1.

([nz] +1) (Inx] +2)
(n+1)(n+2)

(lnz] +1) ([ne] +2) _ ([nz] +1) (Inz] +2)

(n+1)(n+2)  (n+1) T (n+2)

Etudions la limite de

lorsque n tend vers 400 :

10
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([nz|+1) N ||
" (n+1) 40 n
Et pour tout x € [0, 1],

1
nr —1 < |nx| gnxixffgmgx.
n n
1
Ainsi d’apres le théoreme de ’encadrement, lim M =zet lim M =z
n—+oo N n—-+oo (n + 1)
2
De méme, lim M =z
n——+o0o (n + 2)
Ainsi,
0 sixz<O,
lim P(T, <x)=<{ 2* size€l0,1],
n—-+00 .
1 siz>1.

Notons G(x) cette fonction. Il reste a prouver que G est la fonction de répartition d’une variable
a densité.
e G est continue sur | — 00,0[, |0, 1[ et ]1,4o00[. De plus, lim G(z) = lim G(z) =0 = G(0)
z—0~

x—07t
et lim G(z) = lim G(z) =1 = G(1) donc G est continue sur R.
x—1- z—1+t

e G est de classe C! sur R sauf éventuellement en 0 et en 1.
e (G est croissante sur R.
e lim G(z)=1let lim G(z)=0

r—r—00

T—r+00
Ainsi, G est la fonction de répartition d’une variable & densité dont une densité est :
2z siz€]0,1],
)= .
9(z) { 0 sinon,

en prenant comme valeurs arbitraires positives g(0) = ¢g(1) = 0.

Ainsi, (T),)nen+ converge en loi vers une variable a densité 7' dont la fonction de répartition est
G et une densité est g.
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