ECG2 - Mat

Exercice

1. (a)

hématiques appliquées Lycée Clemenceau - Reims

—— Correction - DS 11 (B)
Devoir surveillé du Samedi 22 Mars

1 (EDHEC 2024)
On vérifie les trois points habituels :

e La fonction f est clairement positive sur R.

22

e La fonction f est donc continue sur [0, +oo[ (car z — xe™ 2 est continue sur [0, +00[)
et sur | — 0o, 0[ (car c’est la fonction nulle). Nous en déduisons que f est continue sur
R sauf peut-étre en 0.

e Comme f est nulle sur | — 00,0[, on a :

“+o0o “+oo
dt = dt.
| rwa= [ o
Soit z € [0, +00[. On a :

2 2% 22
/ f(t)dt = / te" T dt = [—ez] = e 7 +1.
0

+oo 22
/ F()dt = lim —e 7 +1=1.

oo r—-+00

On a alors :

La fonction f peut donc étre considérée comme la densité d’une variable aléatoire X.

Soit N une variable aléatoire suivant une loi normale centrée, réduite. On a E(N) = 0 et
V(N) = 1. D’apres le théoreme de Koenig-Huygens, comme N admet une variance elle
admet également un moment d’ordre deux et on a

E(N?)=E(N)?+V(N) =

Pour montrer que X admet une espérance, il faut montrer que :

+oo 400 42
/ tf(t)dt = / t2e” 2 dt
—00 0

est une intégrale convergente (absolument). D’apres la question précédente, on sait que
+oo £2
/ t?’e” 2 dt = V2rE(N?) = V2r.

—00

22
Pour tout z € R, posons g(r) = 22¢~ 2. Remarquons que la fonction g est paire. On a

donc : oo
/ t)dt = 2 / g(t)dt.
0

On en déduit que X admet une espérance et que :

400 1 +o0 T
= t)dt = = t)dt = 4/ —=.
| atwae=5 [ a3

2. D’apres le cours, on a :

= /_OO F(t)dt

Comme f est nulle sur | — 0o, 0], Fix(z) est nulle si z < 0. Si z > 0, on a, en reprenant les calculs

de la

question 1.(a) :

/f t)dt =1 — e

Ainsi :
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3.

(a)

Méthode 1 : Comme X est positive (car X () = R, ) et admet une espérance E(X) =

Fy(e) 0 siz <O
€Tr) = z2
X l1—e" 2 siz>0

Siz <0,ona Fz(r) = P(X? <) =0 car X? ne peut pas prendre de valeurs négatives.
Siz>0,ona:

Fz(z) = P(X?<u1)=P(-Vr<X <7
= P(—vVx < X <+/x) (car X A densité)
= Fx(Va) = Fx(—Vx) = Fx(Vz) =1—¢"2.

On en déduit que Z suit une loi exponentielle de parametre 3

Voici la fonction demandée :

def simulX()
Z = rd.exponential (2)
return np.sqrt(Z)

SoitneN*etxz€R. Ona:

Gn(z) = PY,<x)=P (fﬁ < 37) = P(X < v/nz) = Fx(v/nx)

0 sixzx <O
= nz2
l—e2 six>0

lim G,(x)=G(x) =

n—-+o0o

0 siz<0
1 siz>0

pour tout x # 0 (c’est-a-dire partout ou G est continue).

On reconnait la fonction de répartition G d’une variable aléatoire suivant une loi certaine
et prenant la valeur 0. La variable Y,, converge donc en loi vers une loi certaine nulle.

T
2

X
(question 1.(c)), Y, = 7 est positive et admet une espérance E(Y,,) = 21 On a donc
n \ 2n

avec Markov, pour tout € > 0 :

P([Y,| > €)= P(Y, >¢) < P(Y, > ¢) < _

VT et lim VT
eV2n n—+00 g4/2

Par encadrement lim P(|Y,|>¢)=0.
n—+o0o

Méthode 2 : Soit € > 0. On a :

Ainsi, 0 < P(|Y,| >¢) < =0.

P(|Yy|>e)=1—-P(|Yn|<e)=1—-P(-e <Y, <¢)

Comme Y, est a densité car c’est la transformée affine de X & densité, on a :

TLE2

P(|Y| > €) =1 — (Gn(e) — Gu(—€)) =1 — Gule) + 0 = e~ 5.

On a alors bien : lim P(]Y,| >¢) =0.

n—-+0o
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n
5. (a) Soit x € R. et n € N*. Remarquons que : [M,, > z] = [[X; > z]. Comme les variables
i=1

(X1,...,X,) sont supposées mutuellement indépendantes, on a :
n n
P(M, >z)=P (ﬂ[xi > x]) =[[PXi> ).
i=1 i=1
Comme les variables X1, ..., X, suivent toutes la méme loi que X, on peut écrire :

P(M, > z) = P(X > 2)" = (1 — Fx(z))".

On a alors :

0 six <O
Fy (z)=1—P(M, >z)= 1—(1—FX(JU))”:{ na? = Gp(x).
1—e 2 six >0

Les variables M, et Y,, ayant la méme fonction de répartition, elles suivent la méme loi.

(b) Voici la fonction demandée :

def simulM(n)
X = np.array([simulX() for k in range (n)])
M = np.min(X)
return M

Exercice 2 (EDHEC 2015)
1. (a) Ona:

Im(f) = Vect[f(e1), f(e2), f(e3), f(ea), f(es)]
[61 +es+e3+eq+e5,e1 +e5,e1 +e€5,e1 + €5,€e1 +e5]
[61 +e2+e3+eq+es,e1 +e5]
= Vectlea + e3+ eq,e1 +e5]  en faisant (C < C; — Cy)
et la famille (ea + e3 + e4,e1 + e5) est génératrice de Im(f) et libre (deux vecteurs non
colinéaires), c’est une base de I'm(f) qui est de dimension 2.

(b) Par théoréme du rang, on en déduit que :
dim(Ker(f))+dim(Im(f)) = dim(Ker(f)) +2 = dim(R%) =5 donc dim(Ker(f)) = 3.

On peut ensuite déterminer une base de Ker(f). On cherche pour cela Ker(C).

x
Yy
Avec X = |z |,ona:
a
b
r+y+z+a+b=0
x =0
CX=0 & x =0 @{ z=0
- —0 y=—2—a-2>
r+y+z+a+b=0
0 0 0 0
—z—a—> -1 -1 -1
& X = z =z| 1 |+a] O [+b]| O
a 0 1 0
b 0 0 1
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0 0 0
—1 -1 —1
donc Ker(C) = Vect 1 {,1]01],O0 puis Ker(f) = Vectles—ea, es—ea, es—ea],
0 1 0
0 0 1

la famille [e3 — e2, e4 — €2, €5 — e2] est génératrice de Ker(f) et son cardinal (3) est égal a
la dimension de Ker(f), c’est donc une base de Ker(f).
On pose €] = e3 — eg, €, = e4 — ey et € = e5 — ea.

2. (a) Deux possibilités ici : on peut lire les coordonnées et écrire les f(e;) en fonction des e; en
lisant les coordonnées sur la matrice, puis chercher f(u) et f(v) par linéarité. Ou bien avec
les matrices :

1 1111 0 3
1 0 0 0O 1 0
cu=1]100 0 of|1|=]0| donc fu)=3e +3es
1 0 0 0O 1 0
1 1 111 0 3
et
1 1 1 11 1 2
1 0 0 0O 0 1
CVv=1]1 0000 0l=1]1 donc f(v) =2e; + ea + e3+ eq + 2e5
1 0 0 0O 0 1
1 1 1 11 1 2

De méme pour f(u—v) et f(u+ 3v) on peut passer par la matrice, mais puisqu’on vient
d’exprimer f(u) et f(v) il est cette fois plus rapide d’écrire, par linéarité de f :

flu—v) = f(u)—f(v) = e1—ea—e3—egte5 = — (e2 +e3+ eq) + (€1 + €5) = —utv = —(u—0)
=Uu =v
et

fu+3v) = f(u)+3f(v) = 9e1+3e2+3e3+3e44+9e5 = 3 (ex + e3 + e4) +9 (e1 + e5) = 3(u+3v).
—_—— —_———

=U =v
(b) Montrons que %’ est une famille libre (calculs laissés au lecteur).

M +3N =
—AM — A= A3+ M+ A5
)\16’14-)\26/24—)\3634-)\4624-)\56{5:0 o A+ A+ A5
A+M+As =
A3— A +3 =
<~ )\1:)\2:>\3:/\4:)\5:0

Il
coocoo

Comme %' est de cardinal 5 = dim(R®), c’est donc une base de R®. On obtient alors :

o O O

Mg (f) =

o O O O O
o O O O O
O O O O O
w o O O O

o

(¢) Avec la formule de changement de bases, on a :

M@(f) = ngf@/M%/(f)P@/’% et donc C = RDRil
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avec :
0o o0 0 -1 3 000 O O
-1 -1 -1 1 1 000 0 O
R=|1 0 0 1 1 et¢ D=1]10 0 0 0 O
o 1 0 1 1 000 —-120
0O o0 1 -1 3 000 0 3

R est constituée d’une base de vecteurs propres de C' respectivement associés aux valeurs
propres 0, 0, 0, —1 et 3 qui constituent la diagonale de D, donc la formule de changement
de base donne :

C = RDR™!.
On calcule sans difficulté :
000 0 O 1 0 00O 0000 O
000 0 O 01 0 00 0000 O
DD+I)=|0 0 0 0 O 001 0O0l=]00UO0TV010
0 00 -1 0 00 0 00O 0000 O
000 0 3 0 0 0 0 4 0 0 0 0 12
puis
000 0 O -3 0 0 0 0 0 00 0O
0000 O 0O -3 0 0 0 0 00 00O
D(D+I)(D-3I)=|0 0 0 0 O 0 0O -3 0 0l=1]0000UO0|=0
0000 O 0 0 0 —4 0 0 00 00O
0 0 0 0 12 0 0 0 0 0 0 00 0O

On montre alors que C' vérifie la méme relation :

C(C+I)(C—-3I) = RDRYRDR™'+I)(RDR™' —3I)
= RDR YRDR™ + RIR")(RDR™ —3RIR™)
= RDR'R(D+IDR'R(D—-3I)R™' =RD(D+I)(D - 31)R!
ROR™!' =0.

On en déduit en développant que :
0=C(C+I)(C—-3)=C(C*-3C+C—3I)=C(C?*—-2C -3I)=C3—-20?-3C
donc le polynéme P(X) = X3 —2X? — 3X est bien annulateur de C.

P(X)=X3-2X%2-3X = X(X?-2X —3) = X(X +1)(X — 3) donc les racines de P sont
0, —1 et 3. On retrouve les valeurs propres de C ce qui est normale puisque, comme P est
annulateur de C, toutes les valeurs propres de C sont racines de P, donc 0, —1 et 3 sont
racines de P.

Pour obtenir a,, b, et ¢,, il faut utiliser I’égalité
X" = P(X)Qn(X) + anX? + b, X + .
Puisque P(\;) = 0 pour chacune des racines, on pense a remplacer X par A; et on obtient :
0" = P(0)Q(0) + a,0* + b,0 +¢, donc 0+0+0+4+c, =0 et ¢, =0.
Ensuite

(-1)"=P(-1D)Q(-1)+a, —b, donc 0+4ap,—b,=(—1)" et ap,—b,=(—-1)".
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De méme
3" = P(3)Q(3) 4+ 9a,, + 3b, donc 0+ 9a, + 3b, =3" et 9a, + 3b, = 3"

On résout le systeme donné par les deux derniéres équations avec le pivot Lo <— Lo — 9L :

{ an = by = (=1)" @{ an = by (U @{ an = T

12b, = 3" — 9(—1)" b, = ="

(b) On applique cette fois la relation pour X = C' :
C" = P(C)Qn(C)+ anC? +b,C + ¢, I

B 3"+ 3(-1)" 5, 3" —9(—1)"

= 0xQn(C)+ s C” + D C+0
3+ 3(-)" L, 3T —9(—1)"

= —  C+———C

5. (a) import numpy as np et import numpy.linalg as al.
(b) C = np-array([[l,l,l,l,l] ) [190301030] }) [11090,0101 1) [1301030301 ’ [191911111]])
(¢) Avec la commande al.eig(C), on calcule les valeurs propres (dans la variable Sp) et les
vecteurs propres (dans la variable VP) de la matrice C.

On retrouve les valeurs propres de C' : 3, —1 et 0 (la valeur -1.64638394e-17 peut étre
considérée comme nulle).

On obtient également des vecteurs propres associés a ces valeurs propres :

e Pour 3, on a le vecteur

—6.54653671e — 01 3
—2.18217890e — 01 1
—2.18217890e — 01 qui est colinéaire au vecteur 1
—2.18217890e — 01 1
—6.54653671e — 01 3
C’est donc conforme au résultat obtenu a la question 2.(c).
e Pour 1, on a le vecteur
—4.47213595e¢ — 01 -1
4.47213595e — 01 1
4.47213595¢ — 01 qui est colinéaire au vecteur 1
4.47213595e — 01 1
—4.47213595e — 01 -1

C’est donc conforme au résultat obtenu a la question 2.(c).
e Pour 0, c’est plus compliqué... On avait obtenu & la question 2.(c) :

0 0 0
-1 -1 -1
Ey(C) =Vect 1
0
0

Python n’a pas la méme famille génératrice (ce qui est normale, car il n’y a pas unicité).
Difficile donc de vérifier si les vecteurs donnés par Python sont conformes a ceux obtenus
a la question 2.(c).

On peut tout de méme remarquer que dans les deux cas, les premiers coefficients des
vecteurs sont a chaque fois nuls (en considérant -6.79869978e-17, -6.08591650e-17
et -2.38133580e-17 comme des coefficients nuls).
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Exercice 3 (EDHEC 2024)
1. Faisons le changement de variable u = x —¢. On a alors :

0

Vo € R, f(:n)—l—f—/oxtf(x—t)dt—l—/ (:):—u)f(u)du-1+/0x(x—u)f(u)du.

2. (a) Développons l'expression obtenue & la question précédente par linéarité de I'intégrale :

Vx € R, f(:L')—1+/(f(x—u)f(u)du-1+x/0xf(u)du—/0xuf(u)du

D’apres le cours :

e La fonction f est continue sur R donc la fonction z — / f(u)du est €' sur R et a
0
pour dérivée f(x).
e La fonction x — xf(x) est continue sur R donc la fonction x / uf(u)du est €*
0

sur R et a pour dérivée x f(z).

On en déduit que f est €' sur R et pour tout = € R,

Fla) = /xf(u)du+x</$f(u)du>/— </xuf(u)du>,
- /f du+ 2 (x) - 2f (x /f

(b) On utilise les mémes arguments que précédemment: la fonction f’ est définie comme une
intégrale de la fonction continue f donc f’ €' sur R. Autrement dit, f est €2 sur R et :

ViR, [ (/ f(u du) - f().

(¢) Notons (E) : y” = y ’équation différentielle de la question précédente. Cette équation a
pour équation caractéristique 22 — 1 = 0 dont les racines sont données par 1 et -1. D’apres
le cours, les solutions de (F) sont de la forme :

x> Ae” 4 pe " avec (A, p) € R2.

(d) Commengons par déterminer f(0) et f(1).

0
e D’apres la question 1, on a: f(0) =1 —i—/ tf(x—t)dt =1.

e D’apres la question 2.(a), on a : f/(0 / f(u

D’apres la question précédente, f peut s’écrire f(z) = Xe® + pe™® ou (A, u) € R2. On a
donc, en remplagant f(0) et f/(0) par leurs expressions:

Adp =1
A—pu =0

1
On vérifie qu’on a alors A = py = 3 et donc :

et +e®

Vr eR, f(z) = 5
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3. Soit z € R. On a :

x x x—t —x+t T x —x x
1+/ tf(a — t)dt = 1+/ e g 1+e/ tetdt+e/ tetdt
0 0 2 2 Jo 2 Jo

Calculons les intégrales de ’expression. Les fonctions w et v définies sur R par :
VEER, w(t)=t et v(t)=—e",

sont de classe €' sur R et leurs dérivées sont données par :
VEeR, W/(t)=1 et o'(t)=e".

D’apres la formule d’intégration par parties, on a alors :

T T
/ te™" = [—te™'] +/ e tdt = —ze™" + [—e 7] = —(z+1)e " + 1.
0 0

On peut, en procédant de la méme maniere, montrer que :
1
/ teldt = (v — 1)e* + 1.
0
On a alors :

x —X

1+/0xtf(x—t)dt - 1+%(—(x+1)e—x+1)+62 (& —1)e® + 1)

—(x4+1) (z—1) e*4e*

= 1+ 5 + 5 + 2
et te®

N 2

= f(z)

L’égalité a bien été vérifiée.

. Entre cette question et la question 1, la fonction f differe d’une constante. Cela implique que
l'on a

ek fo)= [ fwde e ()= fo)
0
Ainsi, f est solution de ’équation différentielle (E) et s’écrit donc
Ve e R, f(x)=Xe"+pe™® avec (A, p) € R2.

Ici les conditions initiales sont données par f(0) = 0 et f/(0) = 0. Les coefficients \ et p doivent
donc vérifier le systeme :
A+p =0
{ A—p =0

On a donc A = p = 0. Ainsi, I'unique solution de cette équation est donnée par f = 0.

Exercice 4 (EDHEC 2008)

(a) f étant €, f' est continue sur le segment [0, 1] . Elle est donc bornée. Donc il existe un réel
M tel que, pour tout x € [0,1] : |f'(z)] < M. L’inégalité des accroissements finis donne
alors :

Va,y € [0,1],  |f(2) = f(y)| < Mz —yl.

(b) Vn € N*, Vk € [0,n— 1], on a £ et £ € [0,1]. Donc Vt € [£, 5] ‘onatet £ €[0,1] .
Avec la question précédente, on a donc

o= ()= ()

8
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(c) On écrit L f (%) sous forme d’intégrale ( intégrale d’une constante) :

1. [k (k+1)/n/f
nt <n>:/k/n f <n>dt'

Donc
(k+1)/n L Ik (h+1)/m L
[ rwa— s (5 = [ rw - (5 ar
(k+1)/n k
< / f@)y—f <> ‘ dt (bornes croissantes)
k/n n
(k+1)/n k
< / M <t — > dt (question précédente)
k/n n
- u t I o7 (k+1)/n - M
T2 n T o2
k/n
Ainsi,
(k+1)/n 1 k M
* o _ o~ <
Vn € N*, Vk € [0,n — 1], /k/n f(t)dt nf<n) <5

(d) Avec la relation de Chasles,

1 n=l .(k+1)/n
dt = dt.
‘Af@)t ;%A/ £ (t)de

n

([ 0s-0)

Avec 'inégalité triangulaire, on a donc :

/Olf(t)dt—inz:lf<i>‘

k=0

k=0
n=1| (k+1)/n 1 Ik
< Z/ f(t)dtf()
k=0 |/ k/n AN
n—1
M M
< — -
- Z 2n?  2n
k=0
Ainsi,
1 n—1
1 k M
Vn € N*, t)dt — — — )| <=
" /Of() nzf<n> ~ 2n
k=0
(e) Comme uand lim — =0, on a par encadrement (la valeur absolue est positive) :
n—+oo 2n
1 1 n—1 k 1 n—1 k 1
ngrfoo/o f(t)dt — EZf (n> =0 et donc ngrfooﬁzf (n) :/0 f(t)dt.
k=0 k=0
2. (a) On integre par parties, avec v’ (z) = 2P, u(z) = ﬁx”“, v(z) = (1—x) et v (z) =
—q(1—2)7" avec u et v €* car ¢ — 1 > 0. Donc
1 ! ! 1
I(p, = |—aPt (1 —-2) —/— 1—a) 2Ptz
o) = || - [ a0t
1
= 0-0+—L- (1—2)7 2P de
p+1Jo

Finalement, on a bien : V (p,q) € Nx N*, I (p,q) = %I (p+1,q—1).
p
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(b) On a alors par récurrence sur q :

. pl0!
Ini. Pour g =0:Vp e N, I(p+0,0)=1(p,0
q P 10 (p )=1(p,0)
1!
Héré. Soit ¢ € N. Supposons que : Vp € N, (p,q) = %I (p+¢,0).
pTq):

Avec la question précédente,
qg+1
I(p,g+1)="—=I(p+1,
(p,g+1) | (p+1.q)

et donc par hypothese de récurrence,

g+1 (p+1)l¢!

I(p,g+1) = I(p+1+4q,0
(p,g+1) P i1 +q) (p q,0)
pl(g+1)!
LT 1 (p+144,0
(p+1+q) v %.9)
. plg!
Ccl. Par récurrence, V (p,q) € N x N, I(p,q)zill(p—kq,O).
(p+a)!
(c) On a:
' + 1 +q+1 ! 1
I—i—,Oz/a;pqu:{ a:pq]:
P+a.0)= | ptq+1 o ptatl
donc avec la question précédente,
plg! 1 plg! plg!
I'(p,q) = —F/—=1(p+4q,0) = = :
(#:9) (p+aq)! ( ) pta+l(p+q! (p+q+1)

(d) Voici le programme demandé :

def calcul_I(p,q)
I =1
for k in range(0, q)
I = (g-k)/(p+k+1)*I
return I/(p+q+1)
3.0OnaE(Y)=mpet V(Y)=mp(1l—p).
Or, avec KH, V (Y) = E (Y?) — E(Y)? donc

Par linéarité de I'espérance,

EYY-1))=E{*-Y)=E(Y?)—E(Y)=mp(l—p+mp)—mp=m(m-—1)p°

4. Pour k =0, la loi de X est B(m,0) donc P,—g) (X1 =0) = 1.
Comme U; suit une loi uniforme sur {0}, P (U; =0) = 1.
Donc P (X, =0) = P(U; =0N X, = 0) = P (U1 = 0) Pyy,—g) (X1 = 0) = 1.
Ainsi, X7 est égale a 0 presque surement.

5. (a) Quand (U, = k), la loi de X,, est B (m, £) donc X,, () = [0,m].

Pour tout i € [0, m], (Un = %) est un systeme complet d’événement donc

kefo,n—1]

n—1
P(X,=1)= ZP(UI = k) Py,—) (Xn = 1)

k=0

10
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avec P (Uy = k) = 1 (loi uniforme sur n valeurs)

et Piy—py (Xn = i) = <m) <k> <1 - z)n_ (loi B (m, £)).

i n
Donc . .
ro=0=2 ()% () (-3)
n\ 1 n n
k=0
(b) Soit Y < B (m, £). Alors E(Y) = — et
n
mk = (m\ (k' E\™
— = P(Y =i) = j - 1——
s oxre=0=34(0) () (-2)
On a alors :
m n—1 i m—i
1/m k k
E(X,) = — “) (1-2 int ion d
(Xn) Zln<i>k0 n) ( n) (interversion des sommes)

~
Il
_

1
™
.MS
3T
VR
= 3
N——

3
|

k=0 i=1
n—1 1 m m k 7 L m—i
SSESE ) (-
n < i n n
k=0 i=1
B n_llmk mm-1)n mn-1)
- =n n n2 2 - 2n

3

s S0 (7) () (=5 - ()

Donc

=
5
5
|
=
I
s
|
=
e
e
I

I
[
~
>~
|
=
S|
RN
= 3
N———
\gh
—
7 N\
SRS
N—
7 N\
—_
|
3|
N———
3
L
_l_
o

.
Il

—_

Il
3
]
S|
-~
—~
-~
|
[
S~—
o TN
@.3
~_
N
S|
~_
7 N\
—
|
S|
~_
1

7T

|

—~ o
-
I
—_

(d) Ona E[X, (X, —1)] = E(X2) — E(X,) donc

E(X?) = E[X,(X,—-1]+E(Xy)
m(m—l)(n—l)(Qn—1)+m(n—1)
6n? 2n

11
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E(X?) - E(X)?
mm—-1Dmn-1)2n-1 mmn-1) [mHh-1)]>
6n? L™ _[ ]

m(n—1)
12n?
m(n—1)
12n?
m(n—1)
12n2
m(m+2) (n® — 1)
12n?

2(m—1)(2n—1)+6n—3m(n —1)]
[m 4+ 2n 4+ mn + 2] et on constate

(m+2)(n+1)

6. (a) Pour i € [[0,m], on avait trouvé :

On remarque que :

AP GECH Y

Il
/N
= 3
N~
S|+
i
()

~
7 N
SRS
S~

avec pour tout z € [0,1] : f (z) = (z)" (1 — )™ " de classe € sur [0,1] car m —i € N.

On a alors :

n—+oo n

Donc

lim —
n—-+oo N

Ainsi, pour tout ¢ de X, (€2),

(m+1)!

1 [k oy . , il (m—)!
lim — f<>: 2(1—2)""de =1(@G,m—1i)=——
ON.

DEE) (-5

lim P (X, =1)= 7.

n—-+o0o

(b) La suite (X,,) converge donc en loi vers variable aléatoire X de loi U([0,m]).

() Ona E(X) =2 et V(X) =

2

et

%4 (Xn) =

On a donc bien lim E(X,)=FE(X) et
n—-+00

m (m+2) (n? — 1)

(m+1)%*-1 .

T. Or.

~mn—-1) m{d-1/n) m
E=—5"="% 732

m(m+2)(1-1/n?)  m((m+2)
12n2 - 12 RAEET
lim V(X,) = V(X).

n—-+o0o
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