ECG2 - Mathématiques appliquées Lycée Clemenceau - Reims

—— Correction - DS 12 (A)
Devoir surveillé du Samedi 29 Mars

Exercice 1 (EML 2018)
1. La fonction f est définie, continue et dérivable sur R’ . Pour tout x € R}, on a :

r—1

1
r T

flla)=1-

Par ailleurs,

1
f(x) — 400 et flz)==z (1 - n(x)) — 400 (par croissances comparées).
z—0+ X T—+00

On en déduit le tableau de variation suivant :

f'(@) - 0 +

+00 +00
1

2. Sur ]0,1[, la fonction f est continue et strictement décroissante. D’apres le théoréme de la
bijection, f réalise une bijection de ]0,1[ dans |1, +oo[. Puisque 2 €]1, 400, il existe un unique
réel a €]0, 1] tel que f(a) = 2.

De méme, sur |1, 4o00], la fonction f est continue et strictement croissante. A nouveau d’apres
le théoreme de la bijection, f réalise une bijection de |1, +o00[ dans |1, +oco[. Puisque 2 €]1, +00],
il existe un unique réel b €]1, +-o00[ tel que f(b) = 2.

Enfin, f(1) =1 # 2 et donc I'équation f(x) = 2 n’admet que deux solutions sur R* : a €]0,1]
et b €]1,400].

3. Ona f(2)=2-In(2) = 1,3<2et f(4) =4—1n(4) =4 —-2In(2) = 2,6 > 2.
Donc f(2) < f(b) < f(4). La fonction f étant croissante sur [1,+oo[, on obtient 2 < b < 4.

4. Notons Z(n) la propriété : ”u,, est bien défini et u,, > b.

Ini. ugp =4 > b d’apres la question 3 donc Z?(0) est vraie.

Héré. Soit n € N. Supposons que (n) est vraie et montrons que Z(n + 1) est vraie.
Par hypothese de récurrence, u,, > b > 0 donc up+1 = In(u,) + 2 est bien définie.
En outre, par croissance du logarithme, In(uy,) > In(b) = b — 2 (car f(b) =2 < b—1In(b) =
2 < In(b) =b—2). Ainsi, upy1 > b—2+2=1>et donc uyy1 > b.
Donc Z(n + 1) est vraie.

Ccl. Par le principe de récurrence, pour tout n € N, u,, est bien défini et u, > b.
5. Soit n € N. On a
Unt1 — Up = In(up) +2 —up =2 — (uyp, — In(uy)) = 2 — f(uy).

Mais u, > b d’apres la question 4 et f est croissante sur [b, +00[C [1,+oo[ d’apres la question
1. Ainsi, f(uy,) > f(b) =2 et donc

Uptl —Up <2 —-2=0.
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Ainsi, (up)nen est décroissante.
La suite (up)nen étant minorée par b d’apres la question 4, elle converge vers une limite ¢ > b.

En passant a la limite dans la relation u,+1 = In(u,) + 2 et en utilisant la continuité du loga-
rithme, il vient
¢=1In(¢)+2 ouencore f(¢)=2.

Par unicité de la solution de I’équation f(z) =2 sur ]1,4o0[, on a £ = b.

6. (a) Considérons la fonction g définie par g(x) = In(z) 4+ 2. C’est une fonction définie, continue
et dérivable sur sur |0, +o00[ et, pour tout x > b, on a

Puisque b > 2, on a :
Ve >b, |¢(z)]=-<

Alors, d’aprés 'inégalité des accroissements finis, on a :

v,y € b, +ool, |f(x) — F)l < 5la—3l.

Comme g(b) = In(b) + 2 = b et que, pour tout n € N, u, > b et g(un) = up41, 0n a :

1 1
a1 = b= Juns1 = bl = lg(un) = g(B)] < Slun — b = 5 (un — D).

Ainsi, Vn € N, upy1 — b < %(un —b).

(b) Avec la question 4, on a déja :

vneN, 0<u,—>

1
Montrons alors par récurrence la propriété & (n) : "u, —b < = "
Ini. Comme b € [2,4] d’apres la question 3, on a :
1 1
uo—b:4—b§4—2:2:F:F_

Héré. Soit n € N. Supposons que & (n) est vraie et montrons que Z(n + 1) est vraie.
Avec la question 6.(a) puis I'hypothese de récurrence, on a :

1 1 1 1
Unt1 —b < i(un —-b) < 9 X on—1 = 2(n+1)-1"
o , 1
Ccl. Par le principe de récurrence, pour tout n € N, u,, — b < on 1"

Ainsi, Vn €N, 0 < up — b < 5oy
7. (a) Nous proposons la fonction suivante :

def suite(n):
u=4
for i in range(l,n+1):
u = np.log(u)+2
return(u)

(b) Nous nous appuyons ici sur la question 6.(b) :
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def valeur_approchee(epsilon):
n=20
while (1/2x*(n-1) > epsilon) do:
n = n+l
return(suite(n))

8. La fonction t — f(t) est continue et ne s’annule pas sur R* , elle y admet donc une primitive de
classe €1 que 1'on note G. On a alors :

Ve e R, @(x)=G(2x) — G(x).
Donc ® est dérivable sur R* et que, pour tout x € R, on a :

&' (r) = 2G'(2x) — G'(z)
2 1

Cf@2o) f@)
B 2 1
- (2z —In(22)) (z —In(x))
2(x —In(x)) — (2z — In(2x))
(22 — In(2z))(z — In(z))
2z — 2In(x) — 2z + In(2x)
(22 — In(2z))(z — In(x))
~ —2In(z) + In(2) + In(z)
- (27— ln(2x))(m —In(z))
In(2) —In(z)
(2:3 —In(22))(z — In(z))

9. Soit x € R}.. On a
r—In(z)=f(z) >0 et 2z—In(2z)= f(2z) >0

donc ®'(x) est du signe de In(2) — In(z). Ainsi, ® est croissante sur ]0,2[ et décroissante sur
[2, +o0l.

b
f@®)

10. Pour tout t > 0, on a avec la question 1 que f(¢) > 1 donc 0 < < 1. Ainsi, par croissance

de l'intégrale :

2z 1 2x
Ve >0, 0<®(z)= f()dt</ 1dt=2x—1z)==x.

11. (a) En appliquant le théoréme d’encadrement & 'inégalité trouvée a la question 10, on obtient
limz — 0" ®(z) = 0.
Ainsi, ® est prolongeable par continuité en 0, avec ®(0) = 0.
(b) Soit z > 0. On a

, N —In(x) _ 1
®'(x) z=0+ (—In(x))(=In(2z))  In(2z) g;—_>(>)+ 0

Ainsi, lim ®'(z) =0.

z—0t

12. On commence par observer que l'on a les éléments caractéristiques suivants :

e Une asymptote horizontale d’équation y = In(2) en 400 ;

e Une tangente horizontale au point (2, ®(2)) ;
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e Une (demi-)tangente horizontale au point (0, ®(0)).

On obtient alors un graphique ayant 1’allure suivante :

12

114

03

13. (a) La fonction H est de classe 4 sur U comme somme de fonctions de classe 42 sur U, on
peut donc calculer ses dérivées partielles premieres et secondes. Ceci étant noté, on a :

V(z,y)eU, O(H)(zy)=z-y—-2 et Op(H)(xy) =—z+e
(b) Soit (z,y) € U. On a
(z,y) point critique de H < V(H)(x,y) =0

rT—y—2=
ﬁ{ —x+e¥=0
e

r—y=2
(@{ y=In(z) (car x >0)

x—In(z) =2
@{yzmm

f(z) =2
@{y=M@

r=aoub .
@{ y = In(z) (avec la question 2)
< (z,y) = (a,In(a)) ou (b, In(d)).
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14. (a) Pour tout (z,y) € U, on a
Donc :

(b) Soit z € R, on a alors :
x € Sp(M,) & M, — xI non inversible

l—2 -1 . .

& non inversible
-1 a—-=z

< (1 —2)(a—x)—1=0 (avec le déterminant)

22— (a+Dz+(a—1)=0.
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On reconnait un polynéme (unitaire) de degré 2 dont on sait par ailleurs que ses deux
racines sont les valeurs propres A1 et Ao de M,. On a donc

(z—M)(z—-N)=2>—(a+Dz+(a—1)
c’est-a-dire, en développant le membre de gauche,
22— M+ M)+ =22 —(a+ 1Dz + (a—1).
En identifiant les coefficients de ces deux polynomes, on obtient

MF+A=a+1
)\1)\2:(1—1.

(c) Onsait que 0 < a < 1 donc A\jAg = a—1 < 0 et les valeurs propres de M, = V?(H)(a,In(a))
sont donc de signes opposés. Ainsi, H présente un point col en (a,ln(a)).

15. En procédant comme a la question 14, on a

1 -1
wy = v o) = () )
de sorte que M; admet deux valeurs propres distinctes p; et uo satisfaisant :

{ 1+ p2 =b+1
pipe =b—1.

Puisque b > 1, on a puypue > 0 donc py et pa sont toutes deux strictement positives ou toutes
deux strictement négatives. Mais puisque g1 + po = b+ 1 > 0, on a nécessairement p; > 0 et
w2 > 0. Ainsi, H présente un minimum local en (b,In(b)).

Exercice 2 (EML 2023)
1. (a) La matrice A associée & (S) est telle que (S) & X' = AX. On obtient donc :

A=

— = W
— W

1
1
3

(b) Voici les instructions Python demandées :

>>> import numpy as np
>>> import numpy.linalg as al
>>> A = np.array([[3, 1, 1], [1, 3, 11, [1, 1, 311)

(c) On calcule ici le rang des matrices A — 213 et A — 5I3. Comme le rang obtenu est < 3, les
matrices A — 2[5 et A — 5[5 sont non-inversibles donc 2 et 5 sont valeurs propres de A.

Avec le théoreme du rang, on déduit de plus des résultats obtenus avec Python que :
dim(E2(A)) = dim(Ker(A—2I)) =3 —rg(A—2I) =2,

et
dim(Fs5(A)) = dim(Ker(A —5I)) =3 —rg(A—5I) = 1.

(d) Comme les valeurs propres potentielles sont données a la question précédente, on ne fait
pas le pivot et on passe directement a la recherche des sous-espaces propres. On a :

T
y|l €A ert+y+z=08r=—y—=2
z
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2.

4.

1 1
Donc E3(A) = Vect -1],1 0 . Comme FE3(A) # {0}, 2 est bien valeur propre de
0 -1
A. Les deux vecteurs obtenus sont non colinéaires donc ils forment une famille libre. C’est
aussi une famille génératrice de E2(A) et c’est donc une base de Fy(A).

x
y| €Es(A) erx=y=-=z
z
1
Donc E5(A) = Vect 1] ]. Comme E5(A) # {0}, 5 est bien valeur propre de A. Le
1

vecteur obtenu est non nul donc il forme une famille libre. C’est aussi une famille génératrice
de E5(A) et c’est donc une base de E5(A).

Il n’y a pas d’autre valeur propre car on a déja obtenu 2 avec E2(A) de dimension 2 et 5
avec F5(A) de dimension 1 et A est une matrice carrée de taille 3.

Comme A est symétrique réelle, c’est une matrice diagonalisable (on peut aussi le démontrer
par concaténation...). D’apres la question précédente, on peut écrire A = PDP~! avec :

2 00 1 1 1
D=0 2 0 et P=|-1 0 1
0 0 4 0 -1 1

Le systéme différentiel (S) s’écrit sous forme matricielle X’ = AX ou X : ¢t — X(¢t) = | y(t)

et x, y z sont des fonctions dérivables.

Comme A est diagonalisable, on sais, d’apres le cours, que la solution générale de (S) est alors :

1 1 1
X:itoae [ 1| +82| 0 |+~ (1],
0 —1 1
avec «, 3,y des réels.
o(t)
(a) Le résultat qui permet d’affirmer 'existence d’une unique solution Xy : ¢t — | yo(t) | du
z0(1)
1
systeme différentiel (S) telle que X¢(0) = [ —1 | est l'existence et 1'unicité de la solution
0

d’un probleme de Cauchy.
(b) D’apres la question 4, il existe «, 3 et v dans R tels que pour tout ¢ réel :

1 1 1
Xo(t)=ae® | =1 | +p8e*| 0 | ++€% |1
0 -1 1
Puis on a les équivalences :
1 atf+y =1 B=n o
Xo0)=|-1|e<-a +7 =-1&<a+28=1 @{ﬂ B
0 —B+y =0 —a+8=-1 T
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5.

1
On aainsi : Xg:t— e [ -1
0

(a) On a:
A€ Sp(B) < B — Al non inversible
< det(B—MX)=0
< (=1=XN)B=XN)+4=0
& A-12=0e =1
La matrice B admet une seule valeur propre qui est 1.

(b) Supposons que la matrice B soit diagonalisable. On peut alors écrire B = PDP~! avec
D =1 (car Sp(B) = {1} et P inversible, donc B = I, ce qui est absurde.
La matrice B n’est pas diagonalisable.

(a) Les vecteurs vy et vy ne sont pas colinéaires. Ainsi B’ est une famille libre de deux vecteurs
de R? qui est de dimension 2, donc B’ = (v, v2) est une base de R2.

T L)) e @D-()-()-()

Donc f(v1) = vy et f(vy) = v1 + v et donc :

T = My (f) = ((1) }) .

(¢) Avec la formule de changement de base, on a :
A= Mp(f) = PssMp (f)Ps s = PssT(Psp)

On prend donc @ la matrice de passage de la base canonique B a la base B’ qui est :

2 -1
o-(50)
(a) On a les équivalences suivantes :
X' =BXeX =QIQ ' XeQ 'X'=TQ"' X« (Q'X)=TQ"'X &Y' =TY,

par linéarité de la dérivation a la troisieme équivalence.

(b) Posons y,(t) = te'. y, est dérivable et y,(t) = e’ + te’. On a alors :

yp(t) — yp(t) = el +tel —tef =€

Ainsi, t — te! est bien solution particuliere de y’ — y = €.

(c) On pose Y = (Z) Alors :

Y’:TY@{ u/’:u—i-v

v =w

Comme v/ —v = 0, v(t) = Ae! avec A € R (solution d’une équation différentielle du premier
ordre).

On a donc v’ — u = \e!. D’apres la question 7.(b) et le principe de superposition, t + te!
est une solution particuliere de cette équation différentielle. Et les solutions de 1’équation
différentielle homogene associées sont de la forme t — pef. Donc u(t) = Mtel + pel.

Finalement, les solutions de Y/ = T'Y sont :

t t
Y(t) = ()\te)\—(ia—tue ) , avec A et u deux réels.
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(d) On a finalement avec la question 6.(a) et la question précédente :

X solutionde (¥) & X' =BX &Y' =TY
Atel + pet

& Y(t):< et >

& x=q (M5

t t_ ot
o X(t):<2)\te + 2pue )\e>

— el — pet

avec \ et u deux réels.

Exercice 3 (EML 2017)
1. Voici le programme demandé :

2.

3.

1 [def EML(n):

2 b = 1 #nombre de boules bleues présentes dans 1'urne

3 r = 2 #nombre de boules rouges présentes dans 1'urne

4 s = O #nombre de boules rouges obtenues lors des n tirages

5 for k in range(n):

6 x = rd.random()

7 if x<=r/(r+b) : #si la boule tirée est rouge

8 r = r+l #on augmente le nombre de rouges dans 1'urne
9 s = s+1 #on augmente le nombre de rouges tirées

10 else:

11 b = b+l #on augmente le nombre de bleues dans 1'urne
12 return(s)

On répete ici 1000 fois 'expérience de 10 tirages, m compte le nombre total de boules rouges
obtenues et m /1000 le nombre moyen de boules rouges obtenues lors de 10 tirages (ce qui sera
noté E(S1p) dans la suite du probleme).

20

On peut penser que E(S1p) =~ 6.66 = 3

(a) Tout d’abord, comme il y remise de boules dans l'urne, il est clair que Y peut prendre
toutes les valeurs de N*. Et pour tout n € N* :

P(Y=n) = P(RiN...0 Ry_1N By)
= P(R1)Pr,(R2)Pr,nry(R3) ... Prin..AR,_o(Bn—1)Prin..0R,_1 (Bn)

234 2+4(n-2) 1

T 345 73+(n-2)3+(n—1)
234 n 1 2

345 n4+1n+2 (n+1)(n+2)

avec :

e pour la deuxieme égalité, les évenements n’étant pas indépendants, la formule des
probabilités composées ;

e pour la troisieme égalité, Pr,n. nr, ,nrk—1 (Rk) est le quotient du nombre de boules

rouges dans l'urne (2+ (k — 1)) par le nombre total de boules dans 'urne (3+ (k —1)).

2 2
2 = > 0, lasérie qui définit E(Y) = Y nP (Y =n)

(b) CommenP (Y =n) = (n+1)(n+2) 4o n n>1

. . 1 . .
est de méme nature que la série de Riemann g — (par comparaison de séries a termes
n
n>1
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positifs), c’est-a-dire divergente. Donc la variable aléatoire Y n’admet pas d’espérance et
donc pas de variance non plus.

4. Comme pour Y, il est clair que Z peut prendre toutes les valeurs de N*. Et pour tout n € N* :

P(Z=n) = P(BiN...0By_1NRy)
= P(B )P (B2)Pp,nB,(B3) - .. Ppin..nBy_s (Bn-1)PBin..nB,_: (Rn)
123 1+(m-2) 2
T 345 73+(n—-2)34+(n-1)
123 n-1 2 2.2
T 345 n+1n+2 nan+1)(n+2)

4n 4
Comme nP (Z =n) = Y P Y oo ot iy 0, la série qui définit E(Z) = T;n.P (Z =

est de méme nature que la série de Riemann g — (par comparaison de séries a termes positifs),
n
n>1
c’est-a-dire convergente. Donc la variable aléatoire Z admet une espérance.

4n? 4
Par contre, n?P(Z =n) = " ~ — > 0, donc la série qui définit E(Z?) =
nn+1)(n+2) +o n
g n2P ) est de méme nature que la série de Riemann g (par comparaison de séries
n
n>1 n>1

a termes positifs), c’est-a-dire divergente. Donc la variable aléatoire Z n’admet pas de variance.
5. X} étant le nombre de boules rouges tirées (0 ou 1) au k-ieme tirage et S, le nombre total de

n
boules rouges tirées au cours des n premiers tirages. Donc 5, = E Xk.
k=1

2
6. La variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli de parametre P(X; =1) = P(R;) = 3
, 2 21 2
Son espérance est donc E(X;) = 3 et sa variance V(X;) = 33- 9
7. (a) On a (X1, X2)(Q) = [0,1]?. De plus :
12 1
P((Xlz())ﬂ(XQ:O)) = P(BlﬂBg) §1:6
1 2 1
21 1
P(X1=)N(X:=0)) = P(RinNBy) =27 =1
2 3 1

(b) La variable aléatoire X9 suit aussi une loi de Bernoulli dont le parametre est a déterminer.
Avec le SCE ((X; =0), (X1 = 1)), on a par incompatibilité :

PXp=1)=P(X1i=0)n(Xz=1)+P((X1=1)N(X2=1)) =

1 1
(¢) Comme P (X; =0)xP (X9 =0) = 9 et P((X1=0)N(X2=0)) = 6 les variables aléatoires

X1 et X5 ne sont pas indépendantes.
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8. (a) Comme précédemment, en utilisant la formule des probabilités composées :

234 24(k-1) 1 2 1+(n—1-k)
P(RiN... BoiN...NBy) = 252
(B0 MR OB NN Ba) = 50e e s )35 k5 k34 (= 1)
2234 2+(k-1) 1 2 1+ (n—1-k)

2345 "3+ (k—1)3+kd4+k " 3+(n—-1)
2(k+ 1)l(n — k)!
(n+2)!

(b) L’événement (S, = k) se réalise lorsque sur n tirages, il apparait k& boules rouges et n — k
boules blanches dans un ordre indéterminé.
Pour calculer la probabilité d’avoir k boules rouges et n — k boules blanches dans un ordre
déterminé, on ferait un calcul analogue au précédent pour obtenir finalement le méme
résultat qu’au (a) (car le dénominateur est déterminé par les nombres successifs de boules
dans 'urne et le numérateur correspond au nombre de boules blanches ou rouge au cours
des n tirages : ce sont les mémes qu’au (a) dans un ordre différent), on a donc finalement :

2(k+ 1)l(n — k)!
(n+2)!

P (k rouges et n — k boules blanches, dans un ordre déterminé) =

(Sn, = k) est donc la réunion disjointe d’événements incompatibles de méme probabilité.
Chacun de ces événements correspondant aux ordres d’apparition des k boules rouges et
des n — k boules blanches, il y en a donc autant que de manieres de placer £ ” R” parmi n

places possibles, c’est-a-dire (z) Finalement :

P(S,=k) = (Z)P(Rlm...mkaBka...mBn)
B nl 2(k+1Dn—k)!  2(k+1)
 Kl(n—k)! (n+2)! C(n+1D(n+2)

9. Pour tout n € N*, S,,(2) = [0,n] donc S,, admet une espérance et on a :

B(S,) = Zn:kp(sn:k)
k=0

n

R 2(k+1) 2 ~ 2 = a
- Zk(n—l—l)(n—i—Z)_(n+1)(n+2)kzk(k+1)_(n+1)(n+2) (Zk2+zk

k=0 =0 k=0 k=0
B 2 nn+1)2n+1) nn+1)\ 2 nn+1) ((2n+1)
B (n+1)(n+2)< 6 T >_(n+1)(n+2) 2 ( 3 H)
B 2 nn+1)2(n+2) 2n
 (n+1)n+2) 2 3 3

10. (a) Pour tout k € [0;n], Ps,—k) (Xnt+1 = 1) est la probabilité de tirer au n + 1-iéme tirage une
boule rouge dans une urne qui, apres n tirages ayant amené k rouges, contient n + 3 boules
dont 2 + k sont rouges. On a donc bien :

k+2

Plsu=) (Xn+1 =1) = — 3

10
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(b) Avec le systéme complet d’événements (Sy, = k)jco,nps 00 @

P(Xpp1=1) = P(O(Sn:k)ﬁ(XnH:l))

k=0

= Z P((S,=k)N(Xp+1=1)) (par incompatibilité)
k=0

n
= Z Pis,=k) (Xnt1 =1) P(S, = k) (formules des probas composées)
k=0

n

k+2 1 n n

k=0
1 E(S,)+2
= E(S,)+2)=—"—.
n—|—3( (Sn) +2) n+3
2
(¢) Xp41 suit une loi de Bernoulli et, puisque E(S,) = g, son parametre est :
2n 2n+6
P(X 1:1)2157(5”)+2: §+2: 52
i n+3 n+3 n+3 3

2
On remarque que, pour tout n € N*, X, suit une loi de Bernoulli de parametre 3

1 -1
11. Soit n € N*. S,,(Q) = [0;n] donc T,,(Q2) = {O, PLERY n

,1} c [0,1].
Ainsi, Vo <0, P(T, <z)=0et Vx> 1, P(T,, <z)=1.
12. Soit x € [0, 1] et soit n € N* :
[nx) [nx)

2(k+1)
P(T,<z)=P(S,<nzx)= P(S,=k)= —
k;o kzzo (n+1)(n+2)
d’apres le résultat de la question 8.(b). Ainsi,
PT,<z)=—+———"7— k+1)= ——— B
T =) = e D) kgo( TR ) ; /
o = m(m+1) .
par changement d’indice j = k+ 1. Or, Z] =— donc, avec m = |nz] + 1 on obtient :
j=1
P(T, <) = 2 (|nx| + 1)(|nx] + 2) _ (|nx| +1) (|nz] + 2).

(n+1)(n+2) 2 (n+1)(n+2)

13. Soit n € N*. La fonction de répartition de 7}, est donnée par :

0 six <0,
S L EL RS I
1 six > 1.

([nz] +1) (Inx] +2)
(n+1)(n+2)

(lnz] +1) ([ne] +2) _ ([nz] +1) (Inz] +2)

(n+1)(n+2)  (n+1) T (n+2)

Etudions la limite de

lorsque n tend vers 400 :

11
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([nz|+1) N ||
" (n+1) 40 n
Et pour tout x € [0, 1],

1
nr —1 < |nx| gnxixffgmgx.
n n
1
Ainsi d’apres le théoreme de ’encadrement, lim M =zet lim M =z
n—+oo N n—-+oo (n + 1)
2
De méme, lim M =z
n——+o0o (n + 2)
Ainsi,
0 sixz<O,
lim P(T, <x)=<{ 2* size€l0,1],
n—-+00 .
1 siz>1.

Notons G(x) cette fonction. Il reste a prouver que G est la fonction de répartition d’une variable
a densité.
e G est continue sur | — 00,0[, |0, 1[ et ]1,4o00[. De plus, lim G(z) = lim G(z) =0 = G(0)
z—0~

x—07t
et lim G(z) = lim G(z) =1 = G(1) donc G est continue sur R.
x—1- z—1+t

e G est de classe C! sur R sauf éventuellement en 0 et en 1.
e (G est croissante sur R.
e lim G(z)=1let lim G(z)=0

r—r—00

T—r+00
Ainsi, G est la fonction de répartition d’une variable & densité dont une densité est :
2z siz€]0,1],
)= .
9(z) { 0 sinon,

en prenant comme valeurs arbitraires positives g(0) = ¢g(1) = 0.

Ainsi, (T),)nen+ converge en loi vers une variable a densité 7' dont la fonction de répartition est
G et une densité est g.
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