ECG2 - Mathématiques appliquées Lycée Clemenceau - Reims

—— Correction - DS 12 (B)
Devoir surveillé du Samedi 29 Mars

Sujet HEC 2005 E2

1. Méthode 1 (par récurrence) :

Montrons par récurrence sur n la propriété P(n) : ”pour tout entier r € [1,n], <n> =
r
= <k: — 1),,
Z r—1)
k=r
L /1-1 0 1
Ini. Sin=1,r=1etona: ,;_1 <1 B 1> = (()) =1= (1> Donc P(1) est vraie.

Héré. Soit n € N*. Supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n + 1) est vraie.
Pour tout r € [1,n+ 1], on a :

() E 0 ()= 0) ()=

Donc P(n + 1) est vraie.

n
k—1
Ccl. Par récurrence, pour tout n € N*, on a : Vr € [1,n], (n> ( )
r

Méthode 2 (par télescopage) :
S ()G G- (0 -0 -+0)-0) - ()

2. (a) Pour tout réel x €]0;1[, on a :

0 2fnl) = -2 WE
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(b) On suppose l'entier r fixé. On a :

<n> nn—1)---(n-r+1) n (1-2%)--(1-51) n"

r

~ .
r! r! n—+oo 7l

3. (a) Pourr=0,0na:

k k
= e —>
n@) =3 (§) e =300 o 1
k=0 k=0
car c’est la somme partielle d’une série géométrique convergente (car |z| < 1).

Pour r=1,0n a:

n k n _
fin(z) = Z (1)xk — kaxk 1 n_>_+>oo (1_2)2

k=1 k=1

car c’est la somme partielle d’une série géométrique dérivée convergente (car |z| < 1).

(b) Avec la question 2.(a), on a :

n+1
fr,n(I) = i <xfr1,n1(x) - <:,L> xn+1> - 1 f :Efril’nil(x) B (:L) f— x

r n+1
Comme <n) ~ (question 2.(b)), (n> i ~Zxnrat = L oxprenn@ par
T

r! r)l—ax ! r! n—+00
croissance comparée (car x €]0, 1]).

Donc, par passage a la limite dans 1’égalité précédente, ngrfoo frn(x) = m
+o0 k "
¢) On a démontré que la propriété ” aF = — 7 est vraie au rang 7 = 0 (et au
(c) q prop > (T) A= 2y g (

k=r
rang r = 1) d’apres la question 3.(a) et qu’elle est héréditaire d’apres la question 3.(b). Par
récurrence, elle est donc vraie pour tout 7 € N.

n
1t
4. Ona Z th=1 = pour tout t € [0, 1[. En intégrant de 0 & x (et par linéarité de la somme) :
k=1

1—-1
1=t "= e —~ (" — zF
dt = t" ) dt = t" N dt = —_.
L= (2 > >
k=1 k=1 k=1
5. Pour tout ¢ € [0, z], on a par construction :
n n
0< t < t .
T 1l1—-t" 1—2z

En intégrant pour ¢ allant de 0 & = (bornes croissantes), on a :

T yn 1 T n+1
og/ dt < /t”dt:x .
0 1—1t 1—2x J (1-2)(n+1)

T n

dt = 0.

Par encadrement (x €]0,1[), on a donc : lim
n—+oo Jq 1—1¢

6. Avec la question précédente, on a :

xl_tn x 1 x tn T tn
/ dt = dt—/ dt:—ln(l—m)—/ dt — —In(1—x).
0 1—t 0 1—t 0 1_t 0 1—t n—-+00
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Donc, avec la question 4, on a :
1-— t”
E / —In(1 — ).
1 — t n—>+oo

Finalement, la série Z — converge et sa somme vaut —In(1 — z).

k>1
7. Ona E(X) =2 et V(X) =
p

8. (a) Laloi de Y est donnée par :

—2p (le sujet demande de redémontrer ses formules !).
p

1 1
Y(Q)—{k\kEN*} et VkeN* P<Y_k> =P(X =k) =pg" "

1 1
(b) Y admet une espérance si la série ZEP (Y = k) converge absolument (ce qui est
k>1
équivalent & la convergence car c’est une série a termes positifs).

1 1 1 . P q
—PlY=>)=>pd"t==x 1.
k ( k) P ¢ &
k
D’apres la question 6, la série E 4 converge car g €]0,1[. Donc Y a une espérance et on
E>1
a:
pa=dt p
EY)=- — =—=1In(1—gq).
=23 % =L -q

k=1
A - A , o 1\’ 1
(c) De méme, par le théoréeme de transfert, Y admet une espérance si la série Z z PlY = z
k>1

converge absolument (ce qui est équivalent & la convergence car c¢’est une série a termes

positifs). Or : ‘
1\" 1 1 1
<= =)< (= S
= (&) r(r=2)= (D)0 =3):
1

1
et on a montré a la question précédente que la série Z (k) P <Y = k>
k>1

1\’ 1 .
Par comparaison de séries & termes positifs, Z (lz) P (Y = k) converge et F(Y?) existe
k>1

donc pour tout ¢ > 1.

9. (a) Ona S2(92) = [2,40c[. Pour tout n € [2,+o0[, on a :

P (SQ = n) = P (U ((Xl = k) M (SQ = n))) (avec le SCE (Xl = k)kZI)
= Z P((X1=k)N(Xo=n—k)) (par incompatibilité)
= Z P(X, =k)P(Xo=n—k) (par indépendance)

= Y P(Xi=kP(Xa=n—k) (car X5(Q)=N")
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Et V) () = {z In > 2} ot P <Y2 _ Z) — P(Sy=n) = (n — D)pg"—2.

) . . 2 2 .
(b) Y3 admet une espérance si la série E —P Yy =—) converge absolument (ce qui est
n n
n>2
équivalent a la convergence car c¢’est une série a termes positifs).

2 2\ 2 1 0,2
—pP <Y2 — ) — _ (n _ 1)p2q7’l—2 =9 (1 _ > p2qn—2 ~ p2 qn
n n n n q

Comme Zq" est une série géométrique convergente (car g €0, 1[), par comparaison de
n>2

Ly . " 2 2 .
séries a termes générales positifs, g —P | Yy = — | converge et Yo admet une espérance.
n n

n>2

(c¢) On transforme alors la somme partielle (pour N > 2) :

N2 2 N g N N,
Soap(n=n) = Lamenpete Xty

n
n=2 n=2 n=2 n=2
N-2 N
2 2 n 2
- WY BN
n=0 q n=1 q

—
N—+o00

1 1 1
Donc E (Ys) = 2p? <+1n(1—q)+>.
l-q ¢ q
10. (a) Comme les Xj ont une espérance, S, admet une espérance et on a (par linéarité de
Pespérance) :
n

n nl
B(S) =Y E(X)=3 ="

Comme les X; ont une variance, S,, admet une variance et on a (par indépendance des Xy) :

V(Sa) =YV (Xp) :ZZ% =
k=1 k=1

fp2_

(b) Démontrons ce résultat par récurrence sur n.

Ini. S7 = X; qui suit une loi géométrique de parametre p. Donc :
—Sis<1, P(S1=s)=P(X;=s)=0car X;(2) = N*.
—Sis>1, P(Si=5)=P(X;=s)=p* ' = (]})p'¢" L.
Donc la propriété est vraie pour n = 1.
Héré. Soit n € N*. Supposons la propriété vraie au rang n et montrons qu’elle est vraie au
rang n + 1.
Remarquons que S, 11 = S, +Xn+1 et que Sy, et X,,11 sont indépendantes par le lemme
des coalitions. On a :
— Sis<n+1, P(Spy+1 =s) =0 car S,(Q) = [n,+oo] (par hypothese de récurrence)
et X;(Q) = N* donc S,41(2) = [n+ 1, 4+o0].
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—Sis>n+1,ona:

P (Sn—i-l = 8) = P(Sn + Xpy1 = S)

+oo
= P (U (S = k)N (Sy 4+ Xny1 = s)> (avec le SCE (S, = k)k>n)

k=n

+o0

= Z P((S,=k)N(Xpnt1 =s—k)) (par incompatibilité)
k=n
+o0

= Z P(S,=k)P(Xn+1 =s—k) (par indépendance)
k=n
s—1

= > P(Su=k)P(Xpp=s5—k) (car Xp41(Q) =N)
k=n

s—1

k-1

= g ( 1>p”qk"pqSk1 (par hypothese de récurrence)

n—
k=n

s—1
k—1
_ n+l _s—n—1
p g kz (n _ 1>
=n
-1
_ pn+1qs—(n+1) <8 ) (question 1).
n

La propriété est donc vérifiée au rang n + 1.
Ccl. Par récurrence, la propriété est donc vraie pour tout n € N*.

11. (a) Ona Y, (Q) = n s >n et s entier ; et P Yn:E =P (S, =s)=(S"Hprg
s s n—1

(b) Soit t un réel quelconque de |0, 1] (si ¢ = 0, la série est de terme général nul donc convergente)
etmeZ. Ona:

s"ts

— gMt2es In(¢) 0
1/s? 5—400

1

car par croissance comparée (car ¢t €]0, 1[). Donc s™t* = o <2> quand s — 4o00.
S

De plus, la série de Riemann de parametre 2 > 1 converge donc par comparaison de séries

a termes positifs, E s"™t° |, est convergente.

s>1
On a
n n nfs—1 n(s—1)"""! n p"
*P(Y:*):* n.s-n _ °\° -~/ ,n.sn 7871—25
s "s s<n—1>pq s (n—l)!pq (n—1)!gn 7
n
avec ————p"q~"™ constante par rapport & s et la série de terme général s"2¢° convergente
T par rapp g q g
n—1)!

(en prenant m =n —2 et t = q).

Donc par comparaison de séries a termes positifs, la série de terme E —-P (Yn = —) est
S

S
s>n

absolument convergente et Y;, a une espérance.

De méme,
2 n

n\ 2 n n P o
e P(Y :7)N77n 3 s
(s) " (n—l)!q"s 1

donnera l'existence de 1’espérance de Y,2 et donc du moment d’ordre 2 de Y,,.
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Remarque. Sans suivre la question intermédiaire de 1’énoncé, on pouvait faire un raison-
nement plus simple : pour tout s > n,

EP(Yn:ﬁ> gP(Yn:@)
S S S

- n . P N
et la série g P (Yn = —) est convergente. Donc par comparaison de séries a termes

S
s>n

positifs, Y, admet une espérance. On ferait de méme pour le moment d’ordre 2.

12. Avec la question 10.(a),

1
E(X,)=—FE(S,) =—-
p
_ 1
donc X, est un estimateur sans biais pour le parametre —.
Toujours avec la question 10.(a),

13. (a) On sait déja que Y;, a une espérance (question 11.(b)). De plus,
=Xn n Xnfs—1 P\"X1/s—1 p\"

E(Y,) = —P(Yz—)z n rg T =n (2 - s=n(2) hu(q).

=3P (=) =25 (T e =n(2) ()= (k) mie

q
h!, est continue sur [0, ] (car on a admis que h,, est C* sur [0, 1[). Donc h,, (q) = / hl, (t) dt.

0
Et comme
+o00 s 1 +o0o i 2en—l
! _ - -1 _ i ) N
h(t) = Z <n B 1>ts = ‘Z (n - 1>tl =a- (d’apres 3.(c)).
s=n i=n—1
q tn_l
Ainsi, pour tout ¢q € [0,1], h,(q) = / ———dt.
o (1—1)
t
(b) Comme ¢ +— . est C! sur [0, g], le changement de variable est licite. De plus :
e sit:0—q, alorsy:0—>g;
p
t y ! y L+y)"
= e (l-tly=tet=-—2"4d - -
*v=1; <UDy Ty 0t = Aty ~ 1
Y (1 +y)
1
o dt=——_dy
(1+y)
On a donc :
g 4n—1 a/p 1 a/p yn1
h q)z/ dt:/ y”_1(1+y)dy:/ dy
nl o (1-1)" 0 (1+y)? o l+y
1
Par intégration par parties, avec u et v qui sont C! sur [0,q/p] et u (y) = 114 u (y) =
Yy
-1 , 1 1
5 V() =y"etu(y)=—y" ona:
(1+y)? n
11,97 e 1
hn(q) = [yn} _/ ————y"dy
n(9) I+yn” |, o (1+y)?n

1 g™ /p™ 1 q/p n
q/Pq+/ L
nl+i njy (1+y)

q" 1/q/p y"
— 4= .
Ty @y
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14. (a) On a:

b (p) = E(Yn)—pzn(i)nhn(q)—p:n<z>n[n;}:1_|_71L/0‘1/p(1_y|_r;)2dy]_p

p n rq/p y" (p>"/q/p y"
= p+ (2 / dy—p=(© S —"
P (Q> o +2V T PT\g) Sy a+y2?

(b) Pour tout y € [0,¢/p|, on a :

(1+y)°>1=0<

Yy n
T <1=0< <y".
TETE = +y2 =Y

En intégrant pour y allant de 0 & p/q (bornes croissantes), on a :

ap yn a/p 1 g\
0< dy < "y = 1
—/0 (1+y)2y_/0 s n+1<p>

n rq/p n
(0] [ ot el
q) Jo (L+y)? n+1p

4 ., 0. Par encadrement, b, (p) — 0.
n41 P n—+oo n—+00

Comme E (Y,,) = by, (p) + p, HE?OOE(YH) =p.

et donc

Finalement, 0 < by, (p) <

(© 0 [ W) = W () =
c¢) On réintegre / —=——dy par parties, avec u(y) = —, u (y) = = et
o (1+y)? (1+y)* (1+y)°
V(y)=y"etv(y) = ?y”“ (u et v sont C* sur [0, p/q]). On obtient :
n
/q/p y" by = [ 1 1 yn+1} a/p B /q/p —9 1 Sy
o (1+y)? (L+y)’n+17 o Jo (Q+y’ntl
1 qn+1/pn+1 2 q/p yn+1
- dy
/0 (1+y)?

2
n+1 (1+%) n+1

1 gt 2 /q/p Yt
0

ntipl il (1+y)?

dy

et donc

p\™ [P yn pq 2 <p>”/q/p gyt
by (p) = (£ dy = + z dy.
®) <Q) /0 Cry2? " nvt T uvi\e) S Tryp?

»\" q/p ytl 1 ¢
Comme précédemment <) / ——3dy < = et tend vers 0 quand n — +oo
o (1+y) n+2p

q
donc
Pq 2
b 1
nP) =77t oW
Alors :
bq
bn(p)_i
n pq 2 Pq Pq 2
_ s ) 0.
1/n n<n+1+n+10(> n) 1 1rim’ WS
Finalement,
bq
bn(p)_; pq 1
TZO(I) donc bn(p)zz+o ~
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1
15. (a) La question 14.(c) donne b, (p) = iy, <n> Comme F (Y,,) = b, (p) + p, on en déduit :

(E (V) = [p+];j+0<i>]2=p2+2}iq+o<l>.

3 1
b) On admet que, lorsque n tend vers +oo : E Y2) = p2 + P q +o[ —). On a alors (avec
n
n n

K-H) :
V(Y,) = E(Y}) - (E(Y,)?
2q 1 1
:( 2o ()) (2 40(3))
n n n n
1 2 2
i o(3) =Ein+oi~ 1
n mn n n
16. (a) On a
Yn_ 2 2
(_aa <7T,< aa) = | —aq < P <aq | = (Yn + aq ra >p>Yp—aq pq>
2 n n
P’
n

Donc P (Yn - aap\/z <p<Y,+ aap\/6> =P(—aqa <T, <a,) =1-aq.
n n

(b) Pour encadrer plus largement (mais sans faire intervenir p), on étudie les variations de p,/q
ou plutét de son carré p? (1 —p) = f (p) sur [0,1]. f est définie, continue et dérivable et
f'(p) =2p—3p* =p(2—3p) dou:

p 0 2 1
3
f'(p) + 0 -
0 0
9 4 2 . .
Donc 0 < p“q < 77 et 0 < pyg < ﬁ pour tout p € ]0,1] (par croissance de la racine
carrée).
2aq 1 2aq0 1
Donc avec I, =Y, — ——et J, =Y, + ———, on
(—aq <Tp <aq) C(In<p<Jy)
et donc

P(InSPSJn)ZP(_aanggaa):l_a-

Ainsi, avec les I, et J,, ci-dessus, le niveau de confiance de [I,,, J,,] est d’au moins 1 — a.

(¢) On suppose que n = 900. Un échantillon observé xi,xa, ..., x990 de réalisations des vari-
900
ables aléatoires X1, Xo,..., Xggo a fourni le résultat suivant : Tggy = 900 Z x; = 4.
i=1
900 1 e ..
On a Ygo90 = —— = —— dont la réalisation est ici 1/4 = 0, 25.

5900 X 900
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On se donne un niveau de risque a = 0,05. Le nombre ag o5 est a peu pres égal a 2.

Sachant que ~ 0,026, un intervalle de confiance réalisé qui contienne le parametre

2
45V'3
inconnu p avec un niveau de confiance au moins égal a 0,95 est : [Igo0, Jooo]

2aq 1 200 1 o~ 0,026, [0,25 — 0,026 ; 0,25+ 0,026] est un int
R J— ~ 0, , , — 0, ; s s est un imter-
3vV3vn 3330 453

valle de confiance de p au niveau de confiance 95%.

Comme



