ECG2 - Mathématiques appliquées Lycée Clemenceau - Reims

—— Correction - DS 3 (A)
Devoir surveillé du Mercredi 6 Novembre

Exercice 1 (EDHEC 1997) n r—n

1. (a) fn est définie, continue et dérivable sur R* et f) (z) =1— — =
x x

. In(z) . ,
Limite en +o00 : f, (a:) =xz(1—n — 400 par croissance comparee.
x r——+00

Limite en 0 : f,(x) — 400 car n > 0.
z—0

On obtient alors le tableau de variation suivant :

x 0 n +o0
n () - 0 +
400 +00
fale) T~
fn(n)

(b) Remarquons tout d’abord que n—nlIn(n) =n (1 —In(n)) <Ocarn >3 >edoncln(n) > 1
par croissance de la fonction logarithme.

On a alors deux cas a traiter :
e Sur |0,n[: f, est continue et strictement décroissante sur |0, n[ donc bijective (d’apres le
théoreme de la bijection) de |0, n| dans } lim fp, lir% fn[ =|n—nln(n),+oo[. Comme
r—n T—
n—nln(n) <0,0 €]n—nln(n),+oo] et admet donc un unique antécédent w,, €]0,n|
par f.
e Sur |n,4oo[ : f, est continue et strictement croissante sur |n,+oo[ donc bijective
(d’apres le théoreme de la bijection) de |n,+oo[ dans }lim fo(x), im fo(z)| =
r—n r—+00
Jn—nln(n),4+oc[. Comme n —nln(n) < 0,0 € |n—nln(n),+oo[ et admet donc
un unique antécédent v,, €|n, +oo[ par f,.
Donc I'équation f, (x) = 0 admet bien exactement deux solutions u,, et v, sur R% vérifiant
0 < up <n<w, (il n'y a pas d’autres solutions car f, (n) =n —nln(n) # 0).
2. (a) Soit un entier n > 3. On a f, (1) = 1 —nln(l) = 1, f,(u,) = 0 (par définition) et
fn(e)=e—nln(e) =e—n<0carn>3>e.
Donc f,, (1) > fn (un) > fn(e) et comme f, est strictement décroissante sur ]0,n], on a
finalement 1 < u,, < e.

(b) fn(un+1) = tunt1 — nin(upy4q). Or, par définition,

frt1(up+1) =0 donc upt1 — (n+ 1) In(upt1) = upt1 — nln(ups1) — In(upy1) = 0.

Finalement, f,, (up+1) = In (up41)-

fn (up) = 0 (par définition) et fy, (up+1) = In (upy1) > 0 car uy41 > 1 (question 2.(a)).
Donc fp, (un) < fn (uny1) et comme f,, est strictement décroissante sur |0, n], on a w, > Up41
et la suite (u,) est décroissante.

(c) La suite (uy,) est décroissante et minorée par 1 donc convergente vers une limite ¢ > 1
(d’apres le théoréme des suites monotones).
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Par définition, f,, (un) = 0 = u, — nln(u,) donc In(u,) = u,/n. Alors, en partant de
I'inégalité de la question 2.(a) :

1 Un, e 1 e
l<up<e & —<—< - —<In(uy) < —
n>0 n n n n n

Donc par encadrement In (u,) — Oetwu, — €’ =1 (par composition avec la fonction
n—+oo n——+00

exp qui est continue sur R).

Comme v, — 1,u,—1 — 0 et donc:
n—-+00 n—-+00

In(uy,) :ln(l—l—un—l) Nu”_lzl 1
Up — 1 Uy — 1 Up — 1 n—-+0o

|
Donc lim n(un) =1.
n—+oo U, — 1

1
On calcule la limite du quotient de u,, — 1 et — en faisant apparaitre le quotient précédent :
n

Uy — 1 Up — 1
= n—1)= In (u,) .
1/n n(u ) T () x nin (uy,)

Comme u, —nln (u,) = 0 (par définition), on a :

Up — 1  up—1

= X — 1.
1/n In (uy,) NS,
~—— =1

—1
1

Ainsi, u, — 1 ~ —.
n

Par passage a la limite dans I'inégalité n < v,, on a : v, —+> +00.
n—-+0o0

Ona:
fa(nn(n)) =nln(n) —nln(nln(n)) =nln(n) —nln(n) + In(ln(n))] = —nln (In(n))

Comme n > e, In(n) > 1 et In(In(n)) > 0 (car In strictement croissante sur R ). On
a donc f, (nln(n)) < 0 = f, (v,). Comme f, est strictement croissante sur [n,+oo[ et
que nln(n) et v, en sont éléments (comme In(n) > 1, nln(n) > n), on en déduit que
nln(n) < vy,.

g est définie, continue et dérivable sur R et ¢’ (z) =1 — % = J”w;? On en déduit le tableau
de variation suivant :

x 0 2 +00
g'(z) - 0 +
g9(2

9(2)=2-2In(2) =2(1—-1In(2)) >0 car 2 < e donc In(2) < 1.
On en déduit que, pour tout € R*, g (x) > 0. En particulier, pour tout n € N*, g (n) > 0
et n > 2In(n).
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(d) On a alors :
fn(2nln(n)) = 2nln(n) —nln(2nln(n))
= n[2ln(n) —In(n) —In(2) — In (In (n))]
= n[ln(n) —In(2ln(n))].
Comme n > 2In(n) et que In est strictement croissante sur R, In(n) > In(21ln(n)) et
fn(2nln(n)) > 0.

Donc fy, (vn) = 0 < fn (2nln(n)). Comme v, et 2nln(n) appartiennent a [n, +oo[ et que
frn est strictement croissante sur cet intervalle, v, < 2nln(n).

(e) Avec les questions 3.(b) et 3.(d), on a pour tout entier n > 3 :
nln(n) < v, < 2nln(n).
Par croissance stricte de In sur R* , on obtient :
In(nln(n)) <In(v,) <In(2n.In(n))

donc
In(n)+In(ln(n)) <In(v,) <In(n)+1n(2) +In(In(n))

et en divisant par In (n) > 0 pour faire apparaitre le quotient :

In (In (n)) - In (vy,) - In(2) In(ln (n))

In (n) In (n) In (n) In (n)
In(1 In(X
En posant X =In(n), lim M = lim n(X) = 0 par croissance comparée.
n—+oo In(n) X —+o00
In (vy,)

Donc par encadrement, lim =1 et In(v,) ~ In(n).

n—+oco In (n)

Exercice 2 (EDHEC 1997)
1.Sip=20,onau, =1/ (Z) = 1 donc la série diverge (en utilisant la condition nécessaire de
convergence : le terme général doit tendre vers 0).
Sip=1,onau,= 1/(”:1) =1/(n+1) ~1/n dont la série (de Riemann) diverge. Donc par
comparaison de séries a termes positifs, la série des u,, diverge également.

(n + p)!

. Alors :
n!p!

2. (a) Comme0<n<n+p, ona ("?) =

n

n+tp+2 nllp+)(p+2)(n+p+2)

ntp+2)! !
(n!(1§7+2))! m+p+ D! (n+p+2)

carn+p+1>0etp+1>0. Donc:

n+p+2)upt2 =

n!(p+1)!
(n+p+2)uns2 = (p+2) p %:4n+®uML

(n+p+1)

(b) Notons P(n) la propriété a démontrer. On démontre cette propriété pour tout n > 1 (on
peut remarquer qu’elle n’est pas vraie si n = 0).

1
1 1 2
Ini. 5’1:Zuk:u1:1/< —Il-p): et u2:1/(2§p):—. Donc :

Pt I+p (2+p)(1+p)
1 1 2
-t = o (- )
_ 1 p-1 1 s

p—11+p 1+p
Donc P(1) est vraie.
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Héré. Soit n > 1. Supposons que P(n) est vraie.
D’une part, avec la question précédente :
1 1
E(l —(n+l+p+1)upte) = gfl(l — (n+p+2)uni2)

- pil<1—<n+2>un+1>

D’autre part, avec 'hypothese de récurrence :
1
Spy1 = Sptupp = p—1 (I1—=(n+p+1)upt1) + uns

1
= o-1 (I—=(n+p+1)unt1+(p—1) un41)

= = (4 D)

d’ott I'égalité et P(n + 1) est vraie.

1
Ccl. Par récurrence, pour tout entier n > 1: S,, = 71(1 —(n+p+1)upsr).
p —_—

3. (a) On calcule la différence :

ntp+1l n+4+p (n+p+1)(n+1lp! (n+p)nlp!

Un+1 —Un = P — n =
' (1) () (n+p+1) (n+p)!
pln! pln!
i) [n (n+p)] (1) (1-p)

donc la suite (v,,) est décroissante.

(b) Comme (v,) est a termes positifs, elle est minorée par 0. Par le théoreme des suites
monotones, elle est donc convergente vers une limite ¢ > 0.

(¢) Comme (n+ p)u, — ¢ quand n — +oo alors (n+p+ 1) up41 — L.

1 1
D - (1- 1 — (1-0.
onc Sy, p—l( (n+p+ )un+1)—>p_1( ?)

Donc la série de terme général (u,) converge et sa somme est 7
p —_—

4. (a) On calcule la limite du quotient en faisant apparaitre la quantité connue (n + p) up,
U, (n+plu, n (n+p)uy 1

on = 1
t/n ¢ n+tp ¢ 1(1+p/n) noteo

Dongc, au voisinage de 400, uy ~ —.
n

(b) Comme la série de terme général ¢/n (de Riemann) est divergente, par comparaison de
séries a termes positifs, la série des u,, diverge également.

Ce qui est faux d’apres la question 3.(c).
1
p—1

5. Donc £ = 0 et la série de terme général u,, a pour somme

Exercice 3 (EDHEC 2019)
1. (a) On montre que (A — 1) =0.
(b) Avec la question précédente, on a A2 —2A + T =0 donc [ = —A? + 24 = A(—A +2I).
Ainsi, A est inversible et A=! = —A + 21.
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2. (a) B et I commutent, donc on peut développer (B + I)™ avec la formule du binéme. De plus,
comme B2 = 0, on a pour tout k > 2, B¥ = B¥=2 x B2 = 0. Alors, pour tout n > 2 :

n n " /n n— " /n n n
A" = (B+1) =§j<k>3k1 k:E:<k>B’“:<O)BO+<1>31:I+nB.
k=0 k=0

La formule est encore valable pour n =0 et n = 1. Donc pour tout n € N,
A"=T+nB=I+n(A—-1)=(1-n)I+nA.
(b) Pour n = —1, (1 —=n)I +nA =21 — A= A~L. La formule est toujours valable.

3. (a) D’aprés la question 1.(a), P(X) = (X — 1)? est annulateur de A. Or, on sait que toute
valeur propre A de A vérifie P(\) = 0 donc, nécessairement, A = 1 et donc Sp(A) C {1}.
Reste a vérifier que 1 est bien valeur propre. Or

-1 1 1
1 -1 -1

est non inversible (par exemple car Co = C3). Donc 1 est bien valeur propre et Sp(A) = {1}.

(b) Si A était diagonalisable, alors il existerait P inversible et D diagonale telles que A =
PDP~L. Comme Sp(A) = {1}, D=1 et A= PIP~! =T ce qui n'est pas vrai.
Donc A n’est pas diagonalisable.

4. (a) Voici les commandes demandées :

>>> import numpy as np
>>> import numpy.linalg as al
>>> A = np.array([[0, 1, 1], [-2, 3, 2], [1, -1, 01D

(b) L’instruction al.matrix_rank(A-np.eye(3,3)) permet d’obtenir le rang de la matrice
A —1. On a donc rg(A — I) =1 et avec le théoreme du rang matriciel :

dim(Eq(A)) = dim(Ker(A—1)) =3 —rg(A—1) =2.

(¢) On a:
—-r+y+z = 0
XeFE(AAecA-HX=0¢ 2v+2y+2z = 0 Srx=y+z
r—y—z = 0
On a donc :
T 1 1
Ei(A) = y| |lz=y+zp = Vect 11,10
z 0 1
1 1
Comme 11,10 est une famille libre (deux vecteurs non colinéaires) et génératrice,
0 1
c’est une base de Ej(A). On retrouve donc que dim(E;(A)) = 2.
0 —-1/2 0
5. (a) On utilise la méthode du pivot de Gauss. On obtient P~1 = [0 1/2 1
1 -1 -1

(b) On obtient T =

S O =
S = O
— o =
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6. (a) On a:
AM =MA & PTP'M=MPTP™!
& TP 'M =P 'MPTP™' (en multipliant par P~! & gauche)
& TP 'MP =P 'MPT (en multipliant par P & droite)
< TN =NT.
a b ¢
(b) Soit N=|d e f|. Alors:
g h i
a b c 101 a b a+c
MT=\|d e f 01 0)=|[d e d+f
g h i 0 01 g h g+i
et
1 01 a b c a+g b+h cH+1
T™ =0 1 0 d e f|= d e f
0 01 g h i g h i
On a alors :
a+g=a .
bth=b =0
MT=TM &< ct+i=a+c & B
d+f=f =
. a=1
gti=1

Ainsi, TN = NT si et seulement si N =

o O Qe
o QL

c
e | avec a,b,c,d,e € R.
a

(¢) On a donc avec les deux questions précédentes :

MeCy, & AM=MA<TP'MP =P 'MPT

a b
& il existe a,b,¢,d,e € R tels que P'MP= (0 d
0 0
a b
& il existe a,b,¢c,d,e e Rtelsque M =P |0 d p!
0 0
Ainsi,
a b c
Cy = (P[0 d e|PabecdecR
0 0 a

= {P(a(E11+ E33) +bE12+ cEy1 3+ dEs s + eBy3)P! | a,b,c,d e € R}
{aP(Er1 + B33)P™' + bPE 2P + ...+ ePEy3P ™! | a,b,c,d,e € R}
= Vect(P(E11 + E33)P ', PE1 2P~ PE 3P, PEy o P~ PEy 3P 1)

Remarque : On a ainsi que C'4 est un sous-espace vectoriel de .Z5(R) de dimension 5 avec
pour base la famille (P(Ey 1+ E33)P~ Y, PE 2P~} PEy 3P, PEy o P71 PE, 3P71) (on a
démontré que cette famille est génératrice et il resterait & montrer qu’elle est libre).
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Exercice 4 (EDHEC 2007)
1. (a) Voici le programme demandé :

1 [def simulX()

2 Z = rd.geometric(1/2)
3 X = rd.randint(1,Z+1)
4 return(X)

(b) Ce programme créé un vecteur S contenant 10000 simulations de la variable aléatoire X et
retourne la moyenne de ces simulations.

(c) Le résultat obtenu correspond & la moyenne empirique. Comme nous avons effectué un
grand nombre de simulations de X (10000), cette moyenne empirique est proche de I’espérance

théorique F(X) de X. Donc E(X) ~ 1, 5149.

3
Ceci est effectivement le cas puisqu’il est démontré a la question 5.(c) que E(X) = 7

- X " 1
2. La série est a termes positifs et comme — —— 0,
k k—+oo

1 /1\" 1\*

“(Z) =0l (=

k\2 2
qui est le terme général d’une série convergente donc la série converge par théoréme de compara-
ison des séries a termes positifs.

. . . 1 .
3. Z suit la loi géométrique de parametre 2 donc admet une espérance et une variance et

1
=2 et V(Z)=—2=2

1\2
(2)
4. (a) Si Z =k, il y a des boules numérotées de 1 & k dans I'urne donc :
e Sii>k, P(Z:k)(X = Z) = 0.

E(Z) =

ol =

e Si 1l < <k, par équiprobabilité de tirer chaque boule de 'urne, Pz—) (X =1i)= %
(b) La famille (Z = k)i>1 est un systeme complet d’évenements donc :
+00
X=i=JZz=hnx=1)
k=1

Alors, par incompatibilité puis avec les probas composées, on a :

+00 +oo
P(X =i) = P(U((Z:k)ﬂ(X:i))):ZP((Z:k)ﬁ(X:z’))
k=1

k=1
—+00
= Y P(Z=k)Py_pn(X =1).
k=1

On sépare selon les deux cas vus précédemment :

i—1 +oo
P(X =i)=Y P(Z=k)Pg_p(X =i)+ > _ P(Z =k)Pg_(X = ).
k=1 k=i

On peut donc remplacer par les valeurs :

kg S T LS WA A
P(X:z):ZO+Z%><§ :Zk<2>
k=1 k=i k=1
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o.

()

(a)

(b)

On peut donc échanger les sommes :

+o0 -&—oo-l—oo1 1 k 400 k 1 1 k -l—c>o1 1 k k
Yrw-o = Yy a(s) mXxi(z) - i) X
=1 =1 k=i k=11=1 k=1 =1
400 k 00 k
1/1 1 1 1 1 1
= k<2) X’“:Z@ =5Xi-1=5%1="
k=1 k=1 2 2
On a pour tout k > 1, %gl Donc
foo . koo k i i—1
1 (1 1 1 1 1
== e) <2 ) =) =)
=3 =1

La série des iP(X = i) est a termes positifs, et son terme général est majoré par le terme
général d’une série convergente (géométrique).
Elle est donc convergente d’apres le théoreme de comparaison des séries a termes positifs,
et absolument convergente car [iP(X =1i)| =iP(X =1).
La variable aléatoire X admet donc une espérance.
On échange donc 'ordre des sommes :
+00 +oo+oo. k +ookZ. 1k +001 lkk
=y irec=0=3 31 (5) X35 (5) =2 (5)
=1 i=1 k=i = =
La deuxieme somme est une formule connue :
+oo k too k
1/1 k(k+1) 1 1
E(X) = -] x—==<= E+1) (=] .
=35 (3) x T =i (s

On change d’indice pour faire apparaitre une série géométrique dérivée, puis on rajoute le
terme manquant :

A AL B A R 1 1 1 3
32 (3) () ) () rend

k=2

Pour tout ¢ > 1, on déduit de 5.(a) que

La série des i?P(X = i) est & termes positifs donc I'absolue convergence est équivalente &
la convergence.

Or cette série est convergente car elle est a termes positifs et son terme général est ma-
joré par le terme général d’une série géométrique dérivée convergente, donc elle converge
absolument.

On en déduit que X admet bien un moment d’ordre 2.

Par théoréme de transfert on a :
“+o00 +oo+oog +00k’i2 1 k +ool 1 k k
2 2 2
SSEDNTETUES 9 3 C IS S) A EV I ST VD 91
i=1 i=1 k=i k=1 =
Cette deuxiéme somme est & nouveau connue :

+00 k oo k
E(X)=Zl<1)  REHDEE+T) é <1> « (k4 1)(2k +1).

— k\2 6 P

[y
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(c) On développe des deux cotés et on identifie :
2k2+3k+1 = ak’+(b—a)k+c donc a=2,c=1etb—a=3 donc b=a+3=2+3=05.

Enfin on obtient :
(k+1) (2k+1) =2k(k—1) + 5k + 1.

(d) On en déduit que

400 k
E@%::é}j% —n+%+u<9
k=1

+00 k—2 +00 k—1 +o0 k
1 1 5 1 1 1
= — k(k—1)( = k - —
122 ( )<2> + 122 <2> +6 <2>
et on a fait apparaitre trois séries connues :

1 2 1
BE(X?) == >

L 2 5 1 1 38
270-3" 2 a-p°

16 + 20 + 2
1(6+»0+) 13

On en déduit alors que par formule de Koenig-Huygens :

38 9 38-27 11
V(X) = B(XY) - [BOP = 55— = 0 = 1

7. On a vu a la question précédente que X admet une variance. On peut donc appliquer I'inégalité

3
de Bienaymé-Chebychev en prenant ¢ = — pour faire apparaitre X — 3 :

(x-3l=3) - (X 222)U(x-323)
= (X 3ﬂxx<m (X > 3).

1mpos51ble

donc

B 3/ 03\ _V(X) 11/12 11
poczn=r(je=3f=3) < ar o -

8. (a) C’est une somme géométrique :

n

_ 1—=x 1—=x
E 2P =20 x = .
k=1

d’une part, et d’autre part :

1 1 1 1
31— " = 1 5 n 1 > n
/2 T odr = /2 d:v—/2 ’ dx:{—1n|1—$|}2—/2 T dx
0o 1—=x 0o 1—= 0o 1—= 0 o 1—=
1 :

On obtient bien
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(c) Pour tout 0 <z < i ona:

= 9>
d’ 0<z2" < L
e d'une part, 0 < z" < o
e d’autre part, 0 < % <1 -2 <1 donc par décroissance de l'inverse 1 < ﬁ <2.

On multiplie ces deux encadrements positifs :

0< <

1—x — 21

1
et on integre entre 0 et 3 (bornes dans 'ordre croissant), on obtient

1 1 1

3 gn 21 e 111
og/ : d:zg/ — dy = nl/zda:: xS =

01*33 02 2 0 2n 2 2n

L . 1 .
Par théoreme d’encadrement, avec lim — = 0, on obtient alors
n—-+oo 2N

1/2 "
lim dr = 0.
n—+oo Jq 1—=x

(d) On obtient alors :

(e) On obtient finalement :

P(X23)_1—P(X_1)—P(X_2)_1—ln(2)—<ln(2)—;> =3 om@)~o1.

10



