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DS4
Correction du devoir surveillé du 11/03/17

Exercice 1
1. La fonction g est le quotient de deux fonctions continues et dérivables sur R, et le dénominateur
2z + 1 ne s’annule pas sur R donc g est continue et dérivable sur R et on a pour tout x € Ry

j@):eﬂ4@x+1)—2&+1:€H12x—1'
(22 4 1)? (2x + 1)2

Le signe de ¢'(z) est celui de 2z — 1, donc le tableau de variations de g sur R* est donné par :

T 0 L 400
2
g'(z) - 0 +
el +00
g9(z) \ e3/2 /
2
Pour la limite de g en 400, on a :
San e” x el e’ el
o(@) = 5 = =<

2 + 1 . (2 N 1) roog 1

x X

e’ el el

lim — = 400 (par croissances comparées) et lim T = 5 Par produit, on a donc
T—+o0o T z——+00 2
2+ —
2. D’apres la question précédente, pour tout « € R,
3/2 z+1 1 1
e e
> -—>1s >1 & > = ot
9(z) = 2 2¢ 4+ 1 exp(z+1)>0 22 4+ 1 e+l
3. La fonction f,, est continue et dérivable sur Ry (car z — T st le quotient de deux fonctions
x

continues et dérivables sur R, dont le dénominateur ne s’annule pas sur R ) et sa dérivée est
donnée par :

, (x+n)—(z—n) o 2n _w
T) = —(—1)e" = ——5 +e "
ful) (x 4+ n)? (=1) m+nﬁ+
Cette dérivée est clairement strictement positive sur R4 (somme de deux termes strictement

positifs).
Déterminons la limite de f,, en +oc:
n n
pu o127 1

- = = — 1 et e — 0.

r+n .CUX(l-f—E) 1+7m—>+oo T—>+00
X X

Par somme, xBToo fu(z) =1.

Remarquons que f,(0) = - 1 1=2
n

On en déduit le tableau de variations suivant:
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x 0 +0o0
() +
1
Fula) /
2

4. La fonction f,, est continue sur Ry et elle est strictement croissante sur Ry (d’apres la question
précédente). Donc, d’apres le théoreme de la bijection, elle réalise une bijection de Ry sur
fa(Ry) =[=2,1].

Puisque 0 € [—-2, 1], '"équation f,(z) = 0 admet bien une unique solution sur R, (existence et
unicité de 'antécédent de 0 par f,, qui est une bijection).

5. (a) Pour tout z € Ry,

R R | S S T R S e W o
F1(e) = fal@) = <x+(n+1) ‘ > <$+n ‘ >_37+”+1 ztn

(x—n—1)(z+n)—(x—n)(z+n+1)
(z+n+1)(z+n)
;EQ—{—nm—na:—nz—a:—n—mQ—naz—:E+n:E+n2+n

(z+n+1)(z+n)

_ —2x <0
(@t )(@tn) T

(b) En posant x = up4+1 (qui est bien positif) dans I'inégalité obtenue a la question précédente,
on a :
fot1(uns1) = fo(un) <0 < —fa(tnt1) 0 fo(uns1) > 0.
frt1(unt1)=0
(¢) Comme fp(u,) = 0 (par définition de u,), on a avec la question précédente f,(un4+1) >
fa(up). Or up,upt1 € Ry et f, est croissante sur Ry (d’apres la question 4.). Donc
Up+1 > Up. La suite (up)n>1 est donc croissante.

6. (a) Comme f,(n)=—e " <0et f,(u,) =0 (toujours par définition de u,), on en déduit que
fn(n) < fu(u,). La fonction f, étant croissante sur R; (question 4.), on en déduit que

n < Upy.

(b) Puisque lirf n = 400, par passage a la limite dans l'inégalité précédente, on obtient
n——+0oo
lim wu, = +o0.
n—-+o0o
1
(c¢) Un calcul direct nous donne f,(n+ 1) = 1 e " ! et en utilisant la question 3, on
n

en déduit que fp(n+1) > 0.

(d) Comme f,(u,) = 0 (par définition de u,), on en déduit que f,(n + 1) > fo(u,). Par
croissance de la fonction f, sur Ry (question 4.), on en déduit que n + 1 > u,.

Cette inégalité combinée a l'inégalité que la question 7.(a), nous donne n < u,, <n+1. En

u
divisant de part et d’autre de cette inégalité par n, on en déduit que 1 < — <14 —.
n

n
1 U

Puisque lim <1 + ) =1, le théoreme d’encadrement s’applique et on a lim — = 1.
n—-+o00 n n—-+oo N
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Exercice 2

1. Avec le systeme complet d’événements (Ry, Vo, Jy), on a:
R, = (Ro N Rl) U (Vo N Rl) @] (Jo N Rl).
Donc:

P(Rl) = P((RO N Rl) U (VO N Rl) U (Jo N Rl))
= P(R() ﬂRl) —I—P(VO ﬂRl) —I—P(Jo ﬂRl)
= P(Ro)Pry(R1) + P(Vo)Pvy(R1) + P(Jo) Py (R1)
131 2 11 62
375 35 375 15 5
en utilisant a la deuxieme égalité le fait que les événements sont incompatibles et la formule des
probabilités composées a la troisieme.

De méme, on obtient pour P(V}):

P(Vi) = P(Ro)Pr,(V1) + P(Vo) Py, (V1) + P(Jo) Pr, (V1)

W =

Comme (Ry, Vi, J1) est un systéeme complet d’événements, on a:

2 1 15—-6-5 4
P()=1-P(R)-PN)=1-c-g=—F7— =1

. On applique la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’événements (Ry, Vi, Ji):

P(Rg) = P((Rl N Rg) U (Vl N RQ) U (Jl N Rg))

P(R1 N Ry) + P(ViN Ry) + P(J1 N Ry))

= P(R1)Pg,(R2) + P(V1)Pv; (Re) + P(J1) Py, (Ra)
2 3 1 2 4 1:18+10+4_32

- 553 E B 5T T

en utilisant a la deuxieme égalité le fait que les événements sont incompatibles et la formule des
probabilités composées a la troisieme.

. On cherche P(V4; NV, N V3). Avec la formule des probabilités composées:

1 2 2 4

P(V1 ﬂ‘/QﬂV:g) = P(Vl) X PVI(VQ) X P\/lﬂVQ(‘/?)) = =X - X - = ——.

3 5 5 75

. On cherche Pg,(R;).
2 3
P(RyNRy) P(RiNRy) P(Ry)xPg(R) 5% 5 6 7 9
PRQ(Rl): = = = 39 = — X — = —,
P(Ry) P(Ry) P(Ry) 24 25 32 16
75

en utilisant la formule des probabilités composées a la troisieme égalité.

(a) Comme (R, Vy,J,) est un systéeme complet d’événements, r, + v, + jn, = 1.

(b) On considere le systeme complet d’événements (R, V,,, J,,). Alors:

Ryp1=(RyNRyy1) U (VN Ryg1) U (Jn N Rpy).
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On a donc:
Tn+1 P(Rn+1) =

P((Rn N Rn-‘rl) U
P(Ry N Rus1) + P(Vyy N\ Ryi1) + P(Jp N Rpit)

(Vn M Rn+1) U
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(Jn N Rn-i-l))

= P(Rn>PRn (Rn-i-l) + P(Vn)PVn (Rn-i-l) + P(Jn)PJn (Rn+1)

5

3
X =+ v, X

2+X1
5 Iy

2

—§r + —vp +
*57’1 n

5

5" 5

2

1
g(l—rn—vn) E

en utilisant a la troisieme égalité le fait que les événements sont incompatibles et la formule
des probabilités composées a la quatrieme.

Pour v, 41, on a de la méme fagon,
Un+1 = P(VnJrl) = P(Rn)PRn(VnJrl) + P(Vn)PVn(Vn+l) + P(Jn)PJn (VnJrl)
1 2 . 2 1 2 2 1 2
= Xg—l—vnx5+Jnx5:57’n+5’vn+5(1—rn—vn):—g""n+5.
On a alors:
_2 112 11 2y 12 LT
Tn+2 = 57“n+1 5Un+1 5 57”n+1 5 57“n 5 5 57“n+1 25% o5
Pour tout n > 1, on a r, = u, + 6 Alors, avec la relation précédente,
2 1 n 7 N n 2 I 7 1 n 7 n 7
Tnto = —Tntl — —T — U —=—lu — — | Un + — —
mE Ty T o5 T 95 T 5\ " T 16) 25\ " 16) 25
- L0 7 2 14 1 7 7
U2 T 16 T 5 T80 T 25T 400 T 25
- + L 2 1 70 -7+ 112
Unt2 T 16 T 5" 95" 400
N L 2 1 i 175
U216 T 5 T 951 T 400
2 1
& Up42 = 5un+1 - %unu
175 7x 25 7
car — = =—.
400 16x25 16
Ainsi, (u,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.
1
L’équation caractéristique associée & la suite (uy,) est 22 = =5 55 donc (x — 5) =0. 1

1
y a donc une racine double xg = £ Donc il existe X et u tels que, pour tout entier n > 1,

1 n
U = (An + p) <5) :
7 2 7
Oru; =r; — 65 16
7T 32
Et up = 19 — — = o —
T T T
question 2.).
On a donc:
3
U = —— =
T80
Y27 71000 T

16

32 —-35 3
R (en utilisant la question 1.).
7 _16x32-7x7 _512-525 = 13 (en utilisant la
6 1200 © 12000 1200
' 3 9
(Ax1+u)x<5> Adp = 16
N2 < o\ B %g
()\><2+u)><<5> T
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-13+9 —4
En faisant Lo — L7, on obtient: \ = T;_ = TR Avec L1, on adonc: y =

-9+4 =5
48 48"

Finalement, V n € N*,

—an—5 (1\" “An =5 (1), T
= —— 5 — e = —— — _
tn 8 \5 I 8 \5 16

Exercice 3
1. (a) On a:

EO 007 - E06 0

en utilisant la formule du binéme de Newton a la troisieme égalité.

3 3 3 1 11
(b) Un calcul direct nous donne J? = | 3 3 =3 1 1] =3J
3 3 11

w W

1
1
Il en découle que

JP = PxJ=3IxJ=3"=3J J'=1xJ=3IxJ=3J=3"

JP = ItxJ=38JxJ=3J"=3"J
On conjecture que Vn € N, J% = 3"~1J. Pour le prouver, on proceéde par récurrence en
posant (P,,) : J* = 3" 1J.
Initialisation: J' = .J et 3'=1.J = 3%J = J donc J' = 3'~1J, ce qui démontre (P1).

Hérédité: Soit un entier n > 1. Supposons que (P,) vraie et montrons (Pp41), i.e. sup-
posons que J" = 3""1J et montrons que J*! = 3"J.

JH =" x J=3"1 T xJ=3"1]=3"J

ce qui démontre (Py41).
Conclusion: Par le principe de récurrence, pour tout entier n > 1, J" = 3"~1J.

(¢) On procede par identification des coefficients:

1 4 1 1 1 00 1 11
M = al+bJ&s—=-[1 4 1) =a|0 1 0J+b|1 1 1
6 1 1 4 0 0 1 1 11
2 1 1
N atb=2 [a=g
& 6 3 61~ b a+b b & 1 & 1
b b a+b b=~ b=~
112 6 6
6 6 3

1 1
D M= _-I+_].
once 5 —|—6J
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1 1
Soit n € N*. Les matrices =1 et =J commutent donc d’apres la formule du binéme de

Newton, on a:

1o 1 \" &\ (LN 1\ &)\ 1\ 1\
Mn = 7_[ — = — — = — —
Greer) =X (@) () =) ) #(G) ¢
k=0 k=0
1 n n n 1 k 1 n—k
= (=) I Z k(= I
() () () »(3)
k=1
1 n n n 1 k 1 n—=k
— - I - k—1 -
() () (6) ()
k=1
1\" " /n\ /1\F 1\"* 1 1 1
= (=] I ) I L J=—T+-(1-=—)J
) (S0 6) () ) -ar5(-5)
2 +1 1 +1 1 +1
I x2n 3 I x2m 3 I x2n 3
1 1 2 1 1 1
B I3x2n 3 3Ix2m 3 3x2n 3|’
N G R S
3x2n '3  3x2m 3 3x2m 3

en utilisant la question 1.(a) & la cinquieme égalité.

On procede par un calcul direct

EE
I 18 9 9 21
M= — 141 =219 18 9= 5 +
2 2 4 2 4
“\114) P \o 9 18 111
4 4 2
111
1
3> 1 1 —~ 0 0
3 Troa| oar 2
M*~-M = |+ 5 =|-=|141)]=]0 —-= o0 |=-21I
2 4 .2 4| 4 2
111 11 4 1
- - Z o o0 ==
4 4 2 2

1
On a: M(M—ZI) :—§I<:>M(—2M—|—3I):I.

Donc la matrice M est inversible et M1 = —2M + 31.

Montrer que pour entier n € N, il existe deux réels a,, et b, tels que M"™ = a, M + b, 1.
On procede par récurrence en posant (P,): "il existe deux réels a, et b, tels que M"™ =
anM + by I7.

Initialisation: M = I et recherchons deux réels ag et by tel que agM + bgl = I. On vérifie

que ap = 0 et by = 1 convient bien puisque 0 x M + 1 x I = I = M donc (Pp) est vraie.

Hérédité: Soit n un entier naturel. Supposons que (Py,) est vraie et montrons (Pp41), c’est-

a~dire supposons qu’il existe deux réels a,, et b, tels que M"™ = a, M + b,I et montrons
qu’il existe deux réels a,11 et bn+1 tels que Mt = nt1M +bpyr 1.

1
M™ = M™ x M = (anM + byI) M = apnM? + by M = a,, @M . 2[) 4 b M
3 1



ECE1

Lycée Clemenceau - Reims

3 1
En choisissant les réels a1 = §an+bn et b1 = —ian, on a bien M+ = 1M +bpy1l

donc (Py41) est vraie.
Conclusion: Par le principe de récurrence, pour tout entier naturel n, il existe deux réels
an et b, tels que M"™ = a,M + b, 1.

3
n+1 = ian + bn

D’apres la question 2.(b), on a 1
bpy1 = —50,”

. ag =20 L. a; =1

Puisque { bo =1 on en déduit que { by =0
3 3 1

Qn42 = §Gn+1 + b1 = §an+1 - ian-
. . e 5 3 1 5 3 1 ) 1
Equation caractéristique: z* = 2%~ 3 &t — 5% + 3= 0 dont les racines sont 3 et 1.

1\" 1\"
Il existe donc deux réels A et p tels que Vn € N, a, = A <2> + pl™ = <2> + .

On détermine A et pu:

0
A= +ur=a _ 1
<2> p=ao Atp=0 SA=-1 ‘ Ly« Ly — Ly {)\_—2

1
! = “Adpu=1 = 2
SORTINS

1\" 1 1\" .
Donc Vn € N, a, = 2 — 2 3 et bpy1 = —§an = -1+ 3 c’est-a-dire b, = —1 +

Q) <)

Par conséquent, on en déduit que:

1 n
WneN, M — 2_2<>] [ (2”1
1 1 1 n 1
3 X 3 3 x 2" 3 3x2n 3
1 2 1 1 1
B 3 x2 3 I x2" 3 I x2n 3
1 1 1 1 2 1
3 X 3 I3x2n 3 3Ix2n 3
2 1 1
3 3 3
Calcul laissé au lecteur. On obtient P~! = 1 } 1
3 3 3
-1 0 1
L 0 O
2
Calcul laissé au lecteur. On obtient D= | 0 1 0
1
0 0 =
2

Montrons que Vn € N, M™ = PD"P~! par récurrence en posant (P,) la propriété M" =
PD"P~1,

Initialisation: MY = I et PD°P~! = PIP~' = PP~! = ] donc M° = PD°P~! ce qui
montre que (Pp) est vraie.
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Hérédité: Soit n un entier naturel. Supposons que (P,) est vraie et montrons (Pn+1),
c’est-a-dire supposons que M" = PD"P~! et montrons que M"+! = pprtip-1

M =M™ x M = PD"P~'PDP~! = PD"DP! = pD" "' P~
=1

en utilisant I’hypothese de récurrence a la deuxieme égalité et que M = PDP~! (en mul-
tipliant & gauche par P et & droite par P! dans la relation D = P~'MP). Donc (Ppy1)
est vraie.

Conclusion: Par le principe de récurrence, pour tout entier naturel n, M"™ = PD"P~1,

1
on 0 0
(d) Puisque D est une matrice diagonale, il est immédiat que D" = | 0 1 0 | ce qui nous
1
0 0 on
permet d’écrire:
2 n 1 1 1 1 1
3x2m 3 3x2m 3 3x2m 3
M" = PDnP—l _ | = 1 } 2 1 _ 1 }
N N 3x2m 3 3x2" 3 3x2n 3
1 1 1 1 2 1
3x2m 3 3x2m 3 3Ix2" 3
1
4. (a) Xo= | 0] car le mobile se trouve au sommet A & l'instant 0.
0
2/3 9
X1 =|1/6] car le mobile se trouve au sommet A a 'instant 0 et qu’il a 3 de chance d’y
1/6

rester et sinon il se place sur B ou C avec la méme probabilité.

(b) Les éveénements A,, B, C,, forment un systéme complet d’événements. La formule des
probabilités totales appliquée & A, 11, Bni1, Cpy1 nous donne:

P(Aps1) = P(AnN Anst) + P(Bn N Angt) + P(Cp N Apir)

= P(An)Pa,(Ant1) + P(Bn) Pp, (Ant1) + P(Cn) Fo, (Anta)
= 2P(A) + P(By) + g P(Cy)

P(Bp+1) = P(An N Bpi1) + P(Bn N Byya) + P(Cp N Brga)
= P(An)Pa,(Bni1) + P(Bn)Pp, (Bni1) + P(Cn) Pe, (Bn1)
= SP(A)+ S P(By) + g P(Cy)

P(Cur1) = P(Ann1Cost) + P(Ba Cogt) + P(Co 1) Crn)

= P(An)PAn (Cn—f—l) + P(Bn)PBn (Cn+1) + P(Cn)PCn (Cn-i-l)

1 1 2
LP(A,) + SP(BL) + 2P(C,)

2 1 1

an4+1 = gan + gbn + gcn
' 1 2 1

ce qui nous donne ¢ bp41 = 5on + gbn + 6
1 1 2

Cn+1 = Ean + gbn + gcn

Donc X,,11 = MX,.



ECE1 Lycée Clemenceau - Reims

(c) Posons (P,) la propriété " X,, = M"X,”. Montrons que P(n) est vraie pour tout entier
naturel n.
Initialisation: M® x Xo = I x Xo = X donc (Py) est vraie.
Hérédité: Soit n un entier naturel. Supposons que (P,,) est vraie et montrons (Py1).
OnaXp1 =MX, =MxM'Xy = M"™1 Xy, en utilisant la question précédente a la
premiere égalité et 'hypothese de récurrence a la seconde. Donc (Py4+1) est vraie.
Conclusion: Par le principe de récurrence, pour tout entier naturel n, X, = M"Xj.

(d) En explicitant I’égalité précédente, on obtient:

2 n 1 b — 1 n 1 B 1 n 1
=3 T3 nTT3x2n T3 T T3k T3
On a alors lim a, = lim b, = lim ¢, =—
n—+o0 n—-+o00 n—+00

Exercice 4
1. Un calcul direct nous donne P2 = [ < PP = I donc P est inversible et son inverse est P~1 = P.

2. (a) En remarquant que (1 —a)? =1—2a+a? et (1—a)® =1—3a+ 3a® — 3a?, un calcul direct
nous donne:

l—-a (1—-a)? (1-a)?

1 a a? a3
0 —a —2d® —3a*
PDla) = |y o a2 34
0 O 0 —a3
1 1—a 1—2a+a® 1-3a+3a®>—-a°
_ 0 a 2a — 24> 3a — 6a2 + 3a3
PD(a)P b= 0 0 a? 3a? — 3a®
0 0 0 ad
1
|0 a 2a(1-a) 3a(l-a)?|
o o a? 3a2(1 —a) | — M(a)
0 0 0 ad

(b) D(a)D(b) = D(ab) car c’est le produit de deux matrices diagonales.

(c) Avec les deux questions précédentes, on a alors:

M(a)M(b) = PD(a)P~'PD(b)P~ = PD(a)D(b)P~' = PD(ab)P~' = M (ab).

3. Soit a € R. On procede par récurrence en posant P(n) la propriété: ”[M (a)]™ = M (a™)”.

Initialisation: On a [M(a)]® = I4 et M(a®) = M(1) = I, (par calcul direct) donc [M(a)]® =
M (a®), ce qui démontre P(0).

Hérédité: Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie et montrons P(n + 1).

M@ = (M(@)]"M(a) = M@")M(a) = Ma"a) = M(a")

ce qui démontre P(n + 1).
Conclusion: Par le principe de récurrence, pour tout entier naturel n, [M(a)]” = M (a™).
l1—c=0 2¢(1—¢)=0
4. (a) M(c)=L1 &< (1-¢)?=0 3c(1—¢)?=0 ©c=1.
1—¢cP}=0 32(1—-¢)=0
Donc M (c) = Iy si et seulement si ¢ = 1.
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(b) On a done M(a)M(b) = I < M(ab) = M(1) < ab=1 & b— 2

1
Ainsi M(a)M () = I, donc M (a) est inversible et son inverse est [M(a)]™! = M (a™!).
a
1111
: 00 0O : . . . s
(c) Par ailleurs, M (0) = 00 o ofau est une matrice triangulaire dont certains éléments
0 00O
diagonaux sont nuls donc M (0) n’est pas inversible.

10



