ECG2 - Mathématiques appliquées Lycée Clemenceau - Reims

—— Correction - DS 8 (A)
Devoir surveillé du Lundi 24 Février

Exercice 1 (ECRICOME 2006)
1. Montrons tout d’abord la linéarité de f. Soient P, P» € E et A un réel. Pour tout = € R,

fOAPL+P)(z) = (z—1)(APL+ P) (2) + (APL + P2) (2)
= (x—=1DAP{(z)+ (1 —2)P)(x) + AP, (z) + P ()
= M (P)+ f(P)

Donc f(APL+ P2) = Af (P1) (z) + f (P2) ().
Montrons que f est & valeurs dans E. Soit P € E tel que P (z) = a + bz + cz? Alors f (P) est
définie par :
f(P)(z)=(z—1)(b+2cx)+a+br+cx? =a—b+ (2b— 2¢c)x + 3cz’.
Donc f (P) est un polynoéme de E.
Finalement, f est ’endomorphisme de F.

2. On calcule les images des vecteurs de la base canonique. En utilisant le calcul ci-dessus :

° f (Po) (:C) =1= P(:L‘) donc f(Po) = PO.
o f(P)(z)=2x—1=2P(x) — Py(z) donc f(P)=2P — F.
o f(P)(x) =322 —2x =3Py(x) — 2Py (z) donc f(P,) = 3P, — 2Py.

~

Donc la matrice A de f dans B est :

1 -1 0
A= 0 2 =2
0o 0 3

3. A est inversible car elle est triangulaire supérieure et ses coefficients sont tous non nuls. Donc f
est bijective et c’est donc un automorphisme de E.

4. Toujours en utilisant le calcul de la question 1., on a :

f(Ro)(z) = 1= Ro(x),
f(R1)(x) = —242x=2(x—1)=2R(x),
f(Ry) (x) = 3—6x+322=3(z—1)%=3Ry(x).

Donc f (Ro) = Ro, f (1) = 2Ry et f(R2) = 3R,.

5. La famille B’ est libre car ¢’est une famille de polynomes étagés en degré (deg(Ry) = 0, deg(R1) =
1 et deg(R2) = 2). De plus, card(B') = 3 = dim(F). Donc B’ est une base de FE.

6. Par définition, on a :

1 - 1 100
P=(0 1 -2 et D=0 2 0
0 0 1 00 3
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7. Pour tout réel x, on a :
Ro(z) 4+ 2R (z)+ Ro(z) =z (2 —1)* +2(x - 1) +1=2%= Py (z),

et
Ri(x)+ Ro(z)=(x—1)+1=P (x).

Donc la matrice de passage de B’ dans B est

Pl = PB’,B =

O O =
S~ =
— N

On peut vérifier rapidement que P~'P = I3.
8. Avec la formule de changement de bases,
Mg(f) = PsgMp/(f)Psr s donc A= PDP!.

Par passage a l'inverse, A~ = (Pil)f1 D 'p~l=pD-1p-1

Notons P(n) la propriété [A~1]" = P [D~1]" P~1,
Ini. P[D7!]" P~ = [; = A°.
Héré. Soit n € N. Supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) l'est aussi.
(A" = A A" o pop'P[D" Pt =P[D' " P,
Ccl. Par récurrence, pour tout n € N, [A_l]n =P [D_l]n p-L

On a alors (comme D est diagonale) :

10 0
A" = p[DY"'Pt=P[0 (1/2" 0o |P!
0 0 (13"
— (172" 1 =2(1/2)" + (1/3)"
/2" 2(1/2)" = 2(1/3)"
0 (1/3)"

9. Voici le graphe probabiliste associé a la chaine de Markov (Xg)gen :
1 C@ 1/3 1/3

1/2 1/3

1 1
= 0
0

1/2

La matrice de transition B associée a la chaine de Markov (X )xen est :

1 0 0
B=11/2 1/2 0 | =%A™h.
1/3 1/3 1/3
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10. X7 <> U(]0,2]) et, d’apres le cours, E(X;) =

042 2-0+1)2-1 8 2
et V(X3) 12 12 3

11. Les valeurs possibles de X2 sont {0,1,2}. Avec le SCE (X; = 4)o<i<2, on a (par incompatibilité

12.

a la deuxieéme ligne, avec la formule des probabilités composées a la troisieme) :

P(XQIO) = P((Xlz()) (XQ—O) (Xl:1)0(X2:0)U(X1:2)0(X2:O))
= P((X1=0)N(X2=0))+P((X1 =1)N (X2 =0)) + P((X1 =2) N (X3 =0))
= P(Xl )P(Xl (X2 = 0) + P(X1 = 1)P(X1:1)(X2 = O)

+P(X1 = 2)Px,—2)(X2 = 0)
1 1 1 1 1 11

— Sl x4l
3 T3 XT3 X3 T g

De méme,

P(X2 = 1) = P(Xl = O)P(Xlzo)(XZ = 1) + P(Xl = 1)P(X1:1)(X2 = 1)
+P(X1 = 2)Px,—5)(Xs = 1)
1 1 1 1 1 5

. I x04ixiaixI-—2
3 VT3 X35 T3X37 g

Enfin, toujours avec le méme raisonnement,

P(X2=2) = P(X1=0)Px,—0(X2=2)+ P(X1 =1)Px,-1)(X2=2)
+P(X1 = 2)P(X1:2)(X2 = 2)
1 1 1 1 1

Comme X5 est a support fini, elle admet une espérance et une variance.

5 1 9 1
E(Xy) = — +1x—=+2x — =,
(Xz) = 0><18+ BT TR 2
Avec le théoreme de transfert,
11 5 1 13
E(X2)=0>x —412x —+22x - ==
() =0T g X g+ 2 X 5 = 3¢
Avec Koenig-Huygens,
13 1 17
V(X2) = E(X3) — (B(X2))? == —~ = —.
(Xa) = B(X3) ~ (B(X)* = 12— § = 3¢

Toujours avec la formule des probabilités totales obtenue a la question précédentes avec le SCE
(X = i)0§i§2 :

P(Xp11=0) = P(Xi=0)Px,=0)(Xp+1 =0) + P(X = 1)Px, =1) (X1 = 0)
+P(X), = 2)Px,—) (Xp 11 = 0)

1 1
= 1xP(Xp=0)+5 x P(Xp =1)+ 3 x P(X =2).
De méme,

P(Xk+1 - 1) - P(Xk - O)P(Xk:())(Xk+1 - 1) + P(Xk - 1)P(Xk=1)(Xk+1 = ].)
+P(Xk = 2)P(x,=2)(Xg+1 = 1)

1 1
= 0x P(Xp=0)+ 5 x P(Xp = 1) + 5 x P(X; = 2),
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et
P(Xk-+1 = 2) = P(Xk = O)P(Xk:[))(XkJrl = 2) + P(Xk = 1)P(Xk:1)(Xk+1 = 2)
+P(Xy = 2)Px,=2)(Xp1 = 2)
1
= 0x P(Xp = 0)+0x P(Xx = 1) + 3 x P(X; = 2)
On a donc
1 0 0
Uk+1:Uk>< 1/2 1/2 0 ZUkB
1/3 1/3 1/3

13. Montrons par récurrence la propriété P(k) : Uy = UyBF.

Ini. UpB® = Uy x I3 = Uy donc P(0) est vraie.
Héré. Soit k € N. Supposons P(k) vraie et montrons P(k + 1).

Upq1 = UsB = UyB*B = Uy,B*t!.
k+1 Q12 k P(k) 0 0

Ccl. Par le principe de récurrence, pour tout k € N, U, = UyB*.

14. Comme Uy = ( 0 0 1 ), le produit U = Uy [t (A_l)]k donne la troisieme ligne de * (A_l)k

donc avec la question 8§,

2 1
PXe=0) = 1-gnta 2!
2 2
PXe=1) = 5~ 30 57"
1
PXe=2 = 5,520

15. Voici le programme Python demandé :

1 |def simulX(k):

2 X =2

3 for i in range(k):

4 X = rd.randint (0, X+1)
5 return(X)

16. La variable S contient 10000 simulations de Xigp & la fin de la boucle for .

La commande S.count(j) compte le nombre de fois ou Xy9p a pris la valeur j € [0,2]. En
divisant par 10000, on obtient la fréquence f; associée. Donc L contient la loi empirique de Xyq.

Comme le nombre de simulations est grand, f; est une bonne estimation de la probabilité
P(X100 = j) donc L contient des estimations des probabilités P(Xi90 = 0), P(Xi00 = 1) et
P(X100 = 2). D’apres la question 14, comme k = 100 est grand, on devrait obtenir L ~ [1,0,0].

Exercice 2 (ECRICOME 2005)

1. Pour Ij :
1 1 1
1 1 1
Iy = dr = —Zmd N — T ,2 -
0 /0 ©o () dx /0 e x [ 5¢ ]o 5€ + 5

Pour I; :
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En intégrant par parties avec u(z) = (1 —z), v/ (z) = =1, v/ (z) = e * et v (z) = —1e72*, les

fonctions u et v étant de classe €, on a :

1 L 11 1 1 S B 1 1 1
[, = |—= 2z 1— o - Zxd I 2x _ - - 2 - - 2.
1—|:2€ ( 33):|0 /026 SL‘—2 |:46 —2+ e + —4—|— e

2. Soit n € N. Par construction :
0<z<1l=0<(1-o)<l=00-2)">1-2)"' =1 -2)"e?>1-z)"e?.

Donc ppi+1(z) < ¢p(z) pour tout = € [0,1]. En intégrant pour z allant de 0 & 1 (bornes
croissantes),

1 1
| enn@do< [on@ o= Lua <1
0 0

La suite (I,) est décroissante.
3. Soit n € N. Toujours par construction :
0<2r<1=0<(1-2)<1=0<(1-2)"<1=20<(1—2)"e 2 <e 2,

Ainsi, pour tout x € [0, 1], ¢ () > 0. En intégrant pour z allant de 0 & 1 (bornes croissantes),
ona I, > 0.

4. La suite (I,,) étant décroissante et minorée par 0, elle est convergente vers une limite ¢ > 0
(théoréme des suites monotones).

2

5. La fonction g(x) = e™=* est décroissante sur R donc pour tout x € [0,1], on a g () < g(0) = 1.

6. Soit n € N*. On sait déja d’apres la question 3 que I, > 0. Toujours par construction, on a
pour tout x € [0, 1] :
e <l (1—a)"e < (1—2a)"

En intégrant pour x allant de 0 & 1 (bornes croissantes), on a :

1 1 -1 1 ! 1
In:/ (l—x)"e_%dxg/ (1—2x)"dx = (1—2)"" =—
0 0 n—i—l 0 n+1

Finalement, pour tout n € N,
1

n+1

0<1I <

7. Comme lim
n—+oon + 1

=0, on a par encadrement lim I, = 0.
n—-+4o0o

1
8. Ona: I = / (1—2)" e 22dy.
0

Onpose u(z) = (1—2)"" o/ (z)=—(n+1) 1 —2)", v (z) =e 2% et v(z) = —1e %,

Les fonctions u et v étant de classe €1, on a par intégration par parties :

1 Yortag
Iny1 = [—e_zx(l—x)"ﬂ} —/ nt (1—x)" e 2®dz
2 2
1 1!
= 5_71—2’_ /D(l—x)”e_%dx
1
= 5[1_(7“”1)[”]

Ainsi, pour tout n € N,
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9. Avec les deux questions précédentes, on a :

Uy =1—-(m+ D)y =nly+1l,=1-2Ihy=nl,=1-201—I, — 1.

n—-+o0o

Ainsi, lim nl, =1.
n—-+0o00

10. Toujours avec la question 8, on a :
nl,—1=-2, 1 —I, = nhl,—1)=-2nl,11—nl,
= n(nl,—1)=-2 (n+1) Iy —nly

n
n—+1

= n(nl,—1)=-2 (n+1) Iny1 —nly.

1+1/n

Or avec la question précédente, lim nl, =1et donc lim (n+ 1)+ = 1.
n—-+o0o n—-+o0o

Finalement, lim n(nl, —1) = —3.
n—+o00
11. Avec la question précédente, on sait que lim n(nl, —1) = —3.
n—-+oo

Posons e(n) = n(nl, — 1) + 3 de sorte que lim &(n) =0. On a alors :
n—-+o0o

em)=nnl,—1)+3 = n(nl,—1)=-3+¢c(n)
3 1

= nl,—1=——+ —¢(n)
non
1 3 1

Ainsi, on a bien l'existence de trois réels a = 0, b = 1, ¢ = —3 et d’une quantité (n) tels que :
Li—a+2+ S 4 1em) avec lim em) =0
n=0a . n25n Y n_1>r}r1005n—.

Exercice 3 (ECRICOME 2019)
1. Tout d’abord, f est définie sur R qui est symétrique par rapport a 0. Montrons que f(—t) = f(¢)
pour tout ¢ € R. On considere plusieurs cas :

e Sit>1, alors —t < —1 et dans ce cas

f(it)zi(_t)g__itg,_tig_f(t)
e Sit<—1,—t>1letona
1 1 —1

e Enfin,si -1 <t<1lalors —1<—-t<let
f(=t)=0=f().
Dans tous les cas, on a bien f(—t) = f(t). Ainsi, f est bien paire.

2. L’intégrale est impropre en +o00. Soit A > 1. On a :
A A A
dt 1 1 1 1
/1 /) /1 t3 [ 2t2] L 2 24% At 2

o 1
Donc l'intégrale converge et vaut >
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3. (a) On utilise le changement de variable u = —t (qui est ¢!). Comme dans ce cas du = —dt,
il suit (comme f(—u) = f(u) par parité) que

/ ;1 foae=- [ ' f(uydu = / " .

Faisant tendre A vers +oo et utilisant le résultat de la question précédente, on en déduit
-1
1
que intégrale / f(t)dt converge et vaut également 7
—0oQ

(b) On vérifie que f satisfait aux criteres d’une densité de probabilité :

e f est bien positive partout sur R : c’est clair sur | — 1; 1] (elle est nulle) et sur [1; 400l
Site€]—o0;—1], 3 < —1 et donc —1/t3 > 0.
e f est continue sauf peut-étre en —1 et en 1.

e Enfin, avec les questions précédentes,

+o0 -1 1 ~+o00
o= /oo f(t)dt+/1f(t)dt+ - war= % +0+%: P,

Ainsi, f est bien une densité de probabilité.

4. (a) Par définition de la fonction de répartition de X, Fx(z) = / f(t)dt. Ainsi,
e Sizx<—1,
T (-1 7 odt 171" 1
x(@) /_OO < t3 > dt A F oo /_A 8 ASteo {%2] a4 2a?
e Six €] —1;1], alors
Fy(z) = / F(t)at +/ F(t)dt = / Flt)dt+0=
—o0 -1 —00

e Enfin, si x > 1,

T -1 1 T 1 T q¢
Fx(z) = f(®)dt = / f(t)de +/ f(t)de —|—/ f()dt = 3 +/ =
oo oo -1 1 1t
I S
2 2 222 2%
On a bien le résultat attendu.
+oo
(b) X admet une espérance si et seulement si l'intégrale / tf(t)dt converge (la convergence
—0o0

absolue étant équivalente a la convergence ici). Or :

/O+Ootf(t)dt—/()1tf(t)dt+/1+ootf(t)dt—/l+oo %_

+o00
On reconnait une intégrale de Riemann convergente. Donc / tf(t)dt converge et comme
0

+oo
t — tf(t) est impaire (car f est paire), on en déduit que / tf(t)dt converge. Donc X

o0
admet une espérance et on a (avec le méme raisonnement qu’a la question 3.(a)) :

B(X) :/m tf(t)dt:/o tf(t)dt+/0+oo tf(t)dt = —/O+oo tf(t)dt+/0+ootf(t)dt:0.

—00 —0o0
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(¢) X admet une variance si et seulement elle admet un moment d’ordre 2 ce qui, avec les
meémes arguments que ci-dessus, est équivalent a la convergence de 'intégrale

/1+Oo 2 f(t)dt = /1+Oo %

qui est cette fois une intégrale de Riemann divergente. Donc X n’admet pas de variance.

5. (a) Commengons par observer que |X|(2) = [1,4o00[ donc Fy(z) = 0 pour tout z < 1. Pour
z>1 ona:

Fy(z) = P(X|<z)=P(-z<X<z)=P(—z <X <z) (car X est a densité)

0 six <1,
F@=11-1 ux1
X

La fonction de répartition Fy de Y est clairement de classe € sur | — oo; 1] et sur ]1; +ool.
Elle est aussi continue en 1 ( lim Fy(z) = lim Fy(z) = Fy(0) =0).
z—0~ z—0t
Ainsi, Fy est continue sur R et ¢! sauf peut-étre en 1. On peut donc conclure que Y est
a densité.
(b) Une densité de Y s’obtient en dérivant Fy la ou elle est dérivable et en prenant une valeur

arbitraire en 1. On a bien
0 siz<l,

fy(z) =

— six>1.
3 -

+oo
(c) Y admet une espérance si et seulement si l'intégrale / tfy (t)dt converge (la convergence

—0o0
absolue étant équivalente & la convergence ici). Comme fy est nulle en dehors de [1; +o00],
il suffit de justifier la convergence et de calculer 'intégrale entre 1 et 4o0.

Soit A > 1. y
A A
2 2 2
t t)dt = —dt = |—— =2——= — 2.
/1 Fr(®) /1 12 [ t]l A Astoo

Donc Y admet une espérance et E(Y) = 2.

6. (a) SiD=—1lalors Z=0,siT =1, alors Z=1. Donc Z(2) = {0;1}. De plus, P(Z =1) =
P(Y =1) = 1. Donc Z suit une loi de Bernoulli de paramétre 1/2.
Comme D = 27 — 1, la linéarité de I'espérance et les propriétés de la variance donnent

1 1
E(D) =2E(Z) —=1=2x 5 =1=0, V(D) =2*V(Z) =4 x =L
(b) Comme D et Y sont deux variables aléatoires indépendantes admettant chacune une espérance,
leur produit admet également une espérance, égale au produit des espérances.
E(T)=E(D)x E(Y)=0.
(c) D’apres la formule des probabilités totales appliquée au SCE {(D = —1),(D — 1)}, on a
PT<z) = P(T<z)N(D=-1)+P(T<z)n(D=1))
= P(-Y<x)Nn(D=-1)+P(Y <z)n(D=1))

= PY>-2z)P(D=-1)+P(Y <z)P(D=1) (parindép. de DetY)
1 1
= 5P(YZ—:):)—i—iP(Yggv).
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(d) Avec la question précédente et en utilisant que Y est a densité a la deuxieme égalité :

Fr(z) = P(T < ) — %(1 CP(Y < —a)+ P(Y <) = = (1 - Fy(—2) + Fy(2)).

DN | =

En injectant la formule pour la fonction de répartition obtenue dans la partie précédente,

on trouve 1
27%.2 six S —1,
Fr(z) = 3 si —l<z<],
1
1—-— six>1.
22
On remarque que 7T suit la méme loi que X.
7. (a) On rappelle que, d’apres le cours
0 siz<0,
Fylz)=¢ =z si0<z <1,
1 siz>1.

(b) U(2) =]0,1[ donc (v1—U)(Q2) =]0,1[ donc V() =|1,4o0[. Ainsi, Fy(z) =0siz < 1.
Pour z >1,ona:

Fy(z) = P(V<a) :P<\/11_7U gx)

1 1
= P (1 -U > 12) (par décroissance de x +— 3 sur R*)
1 - < o
< 2) (en utilisant que U est a densité)
x
I 1 1
= IFy(l1-= :1—P (cara:>1doncl—ﬁ€]0,l[).

Ainsi,

0 six <1
Fy(z) = 1
v =L G
T

et on reconnait la fonction de répartition de Y. Ainsi, V et Y suivent la méme loi.

8. (a) Voici le programme demandé :

1 [def D(n):

2 a = np.zeros(n)

3 for k in range(n):

4 if rd.random()<1/2:
5 alk] = -1

6 else:

7 alk] = 1

8 return(a)

(b) Le programme proposé semble vouloir calculer la moyenne empirique d’un n—échantillon
de T obtenu en simulant D avec la fonction précédente et Y par inversion avec la variable V
et la loi uniforme. Pour n assez grand, la moyenne empirique est une bonne approximation
de 'espérance. On s’attend donc & une approximation de celle-ci, c’est-a-dire & une valeur
proche de 0.




