ECG2 - Mathématiques appliquées Lycée Clemenceau - Reims

Révisions 7

Correction du sujet ESSEC

ESSEC II 2013

1. (a) Sy, est une somme de n variables de Bernouilli indépendantes et de méme parametre py,,
donc elle suit la loi binomiale de de parametres n et p,, :

b) i

ii.

iii.

Sp = B(n, pn)

Ona: P(Sy=k) = (i) (pa)"(1 = pu)" ™

Par hypotheses np, —— A, alors par quotient de limites
n—-+4o0o

n
po="2r 0
n n—-+oo

La variable apparaissant en puissance dans (1 —p,)", on écrit : (1 — p,)" = e"=Pn),

Or p, —— 0 donc nln(1 — p,) ~ —np, —— —A.
n—-+oo N—>—+00

Par continuité de ’exponentielle :

. n -
A =p)" T

On a vu que pour tout n > k (suffisant ici puisque n tend vers +oo et k est fixé) :

P(Sn - k) - <Z> (pn)k(l _pn)nik = (1 _1pn)k X kl(nni k)' X plri X (1 _pn)n~

L L = — n —)\ '
1-pn)kf psioo (1-0)F Let (1 pn) m e " et k! est

une constante, on considere les autres facteurs :

On connait les limites de 0

milwXpﬁznm_nx---x(n—(k—1>>p5i-

Or on sait que np, —+> A, on va donc le faire apparaitre :
n—-+0o

] X p = nin — 1) x T;Z (n=(k—1)) x (npy)".

Ici on a fait apparaitre (np,)* T) MF il reste & considérer : (et d’apres le résultat
n—-+00

de I’énoncé, on doit trouver une limite égale a 1 ce qu’on va s’efforcer d’obtenir) :

n(n—l)x(:—(k—l)) :an—l ><-~-><n_(k_1)

et on a un produit de k facteurs qui tendent tous vers 1 donc sa limite est 1% = 1.
Enfin en rassemblant tous nos résultats on a :
n—1 n—(k—1)

P(S, =k) = X oo X L (npy ) x (1— )"xlx ! Ate
A ) n "Pn Pn) (1—pp)F notoo k!

par produit de limites.

i. Chaque X; peut prendre les valeurs 0 ou 1, donc leur maximum peut prendre ces deux

valeurs : N, (Q2) = {0;1}.
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ii. Calculons déja P(N, = 0) : pour avoir (N, = 0), il faut et il suffit que chacune des
variables X; soit égale a 0 donc :

(N, =0) = [)(X} =0)

et par indépendance des X; :

P(N,=0)=P (ﬂ(Xk = 0)) =[Pk =0 =T[(0—pa) = (1= pp)"
k=1 k=1

k=1

—-A

On a vu que cette quantité avait pour limite e™", on en déduit :

lim P(N, =0)=e"

n—-+00
iii. On en déduit que
P(N,=1)=1-P(N, =0) —— 1 —¢*
puis que la suite (N,,) converge en loi vers une variable aléatoire N qui suit la loi de
Bernoulli de parametre (1 — e*)‘).

2. (a) On pose la fonction f : u+— 1—u—e " sur R4, qui est dérivable comme somme et composée
de fonctions usuelles dérivables et :

f’(u) =—14e <0 surR;y car —u<0= e “ <1 par croissance de I'’exponentielle

f est donc décroissante sur R et atteint un maximum en u = 0, qui vaut f(0) = 1—0—e" =
Oet:

VueRy, fu)<f0)=0&YueRy, 1—-u<e™

(b) U suit la loi de Bernoulli de parametre %, on remplace donc par les valeurs :

0 _A 1 A
+f;o p(U:k)_(A)k%e—% _ ‘P(UZO)—(Q) Le=n +‘P —1)— (2) Len
+o0 U
=2
donc
“+o0o k Yoo )
1 1
P<U=k><k> 1,2 :‘1Ae—z A A <A> 1
k=0 n) k! n non ~ n) Kl

On a vu que pour tout u > 0 (ici u = %), 1—u—e™™ <0 donc la premiere valeur absolue
vaut I'opposé du nombre a l'intérieur.

et comme 1 —e % = —f'(u) > 0 sur Ry alors

s 2
D’autre part la deuxieme vaut % ‘1 —e n

toujours en u = % la valeur absolue vaut ce nombre.

Enfin a l'intérieur de la somme tous les nombres sont négatifs donc leur valeur absolue est
encore une fois leur opposé.

Donc :
+00 k +oo k
A 1 A A A 1
PU=k-(2) men|l=-1+24ent+2_Zen § Z) Zen
ar ( ) <n> € +—-—+te n+ e 2 <n) k
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N A N , .
Dans la derniére somme, on sort le facteur constant e™ = puis on reconnait une série expo-
nentielle dont on rajoute les deux premiers termes manquants :

+00 k +oo Ak
A 1 A PN NN A (5) A
1;0 P(U_k)—<n> T€ | =2 e — e e (EO X —1—n>.

- . 2 . .
Enfin cette série exponentielle est convergente et sa somme vaut e=, puis on simplifie :

+oo k
1
S lPw=k) - I RS S ) P S
n/) k! n
k=0
= —1—|—2i+6_%—ie_%—}—l—e_%—ée_%
n n n

On élimine les termes qui se compensent et on factorise par 2% :
) k
A 1 _2x
PU=k)—|—| —en
S jrw=n-(3) &

k=0
On applique a nouveau la question (a) : on isole d’abord 1 — e™* dans 'inégalité du (a) :

l-u<e <= 1-e"“<u

qu’on applique a u = %, ce qui donne :

A
n

l—en <

3>

R 2) :
et enfin on multiplie par <2 > 0 :

+o0 k

1
S |PW =k - (A> —en
k=0 ’

n

L’inégalité triangulaire donne pour tous a et b réels :
o —b] = |a+ (=b) < lal +[(=b)[ = |af + [b]

On l'applique ici avec a = P(U =k — 1) et b= P(V = k — i) et comme une probabilité est
toujours positive on obtient :

0<|PU=k—i)—P(V=k—i)|<PU=k—1i)+P(V=Fk—1)

On veut prouver la convergence d’une série sans obtenir sa somme, on passe par un théoreme
de comparaison et les hypothéses obtenues nous font utiliser une majoration.

Les séries de termes généraux P(U =k —1i) et P(V = k — i) convergent car une fois enlevé
les termes négatifs (qui valent 0), on a la somme des probabilités de chacune de ces variables
aléatoires, qui converge vers 1.

On obtient donc la convergence de la série majorante (et méme sa somme égale a 2, ce qui
ne nous intéresse pas) donc par théoreme de comparaison des séries a termes positifs, la
série de terme général |P(U =k — i) — P(V =k — 1)| converge.

+o0o
On note A; sa somme : A; = > |P(U=k—1i)—P(V =k —1)]|.
k=0
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On remarque la ressemblance avec le résultat de la question 2)c), on va donc utiliser celui-ci.
On commence par ré-indexer la somme avec k' = k — i :

+oo
A= > |P(U=Fk) - P(V=k).
k=—1i

et comme les variables U et V' ont des probabilités nulles d’étre négatives,
+0o0
A; =) |P(U=k) - PV =k)|.
k=0

Enfin, comme dans la question 2, U suit une loi de Bernoulli de parametre %, et V suit la
A

n?
—+00
A=Y
k=0

qui est exactement la série qui a été majorée a la question 2. Donc on obtient bien :

2
n

(b) A nouveau on utilise un théoréme de comparaison, en utilisant la série convergente liée a
la variable Z (attention & ne pas vouloir utiliser une série de Riemann, car c’est i et pas n
qui varie).

Comme 0 < XA < n,

loi de Poisson de parametre £, on remplace par la valeur de ses probabilités :

Ak
P(U=k)—e n (73

AixP(Z—i)§2()\>2><P(Z—i)

n

+00
avec »_ 2 (%)2 P(Z =) qui converge vers 2 (%)2 (voir question précédente).

i=0
Dans les deux cas, le théoreme de comparaison des séries a termes positifs permet de
conclure a la convergence de la série de terme général A; x P(Z =1).

(c) Cette fois-ci k est fixé et c’est i qui tend vers +oo : alors pour tout ¢ > k+1, les probabilités
P(U =k —1i)et P(V =k —1) sont nulles donc
Vi>k+1, |[PU=k—i)—PV=k—i)|xP(Z=1i)=0

et la série converge (c’est une somme finie).

(d) i. On avu que tous les termes pour i > k+1 sont nuls, on sépare alors les termes i = k—1
et ¢ = k qu’on calcule a part :

]P(U:O)—P(V:O)]xP(Z:k):ll—z—e_n P(Z =k)
et
PU=1)-P(V=1)|xP(Z=k—-1)= %—Ae_% P(Z=k-1)
donc
k
By = Y |[PU=k—i)—P(V=Fk—i)|xP(Z=i)
=0
= 1_5_6—% P(Z =k)+ %—)\6_% P(Z=k-1)

k—2
+)|P(U =k —i)— P(V =k —i)| x P(Z=1).
=0
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Enfin, pour i < k—2, k—i > 2 donc P(U =k —1i) = 0 (rappelons que U(£2) = {0;1}).
Donc Vk € [0; k — 2],
|P(U =k—i)—P(V =k—i)|xP(Z =1i) = |-P(V =k—i)|xP(Z =i) = P(V = k—i)xP(Z =1)

car une probabilité est toujours positive. Enfin on obtient :

k—2
A A A A
Br=|1—-——en|P(Z=k —— —e n|P(Z=k-1 PV=k—-0)P(Z =1
i 1= - b P =p 3 - 2 o PPV = ki Pz =)

ii. On reconnait la loi d’'une somme de variables aléatoires, on va alors utiliser les proba-
bilités totales avec le systeme complet d’évenement (Z = i);>0 :

+00 “+o0o
PV+Z=k=> P(V+Z=kn[Z=i)=> P(V=k—iN[Z=i))
=0 =0

De plus les variables aléatoires sont indépendantes, et on va séparer les termes cherchés :

+oo
PV+Z=k = > P(V=k-i)P(Z=1i)
1=0

k—2 400
= Y PV=k-i)P(Z=i)+ Y PV=k—iP(Z=i).
i=0 i=k—1
Enfin cette derniere somme est positive ou nulle comme somme de termes positifs ou
nuls donc :
k—2
PV+Z=k) > P(V=Fk—1i)P(Z =1).
i=0

iii. On obtient la majoration suivante de By, :

A
Besfi-2-e

- P(Z=k)+

M P(Z=k—-1)+PV+2Z=k)

Remarquons que tous les facteurs devant les probabilités sont constants (seul k est
variable ici) donc on obtient une combinaison linéaire de trois séries convergentes car
chacune est la somme des probabilités d’une certaine variable aléatoire (Z, Z puis
V+2).

Par théoréme de comparaison des séries a termes positifs (B est la somme d’une série
a termes positifs donc c’est bien un nombre positif), la série de terme général By
converge.

4. (a) On procede comme précédemment ; on utilise I'inégalité triangulaire pour majorer le terme
général, et on reconnait des séries convergentes :

P(Z+U=k)~P(Z+V=k) |<P(Z+U=k) +P(Z+V =k)

qui est la somme des termes généraux de deux séries convergentes, toujours pour les mémes
raisons (sommes des probabilités des variables aléatoires U + Z et V + Z).

Par théoréme de comparaison des séries a termes positifs, la série de terme général |P(Z +
U=k)—P(Z+V =k) | est convergente.

(b) On applique les probabilités totales avec le systéme complet d’évenement (Z = i);>q :

|P(Z+U=k)—P(Z+V =k)|
+00 +oo

= D P(Z+U=kn[Z=i)-> P(Z+V=knN[Z=1i]))
=0 =0
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On rassemble les deux séries convergentes et on simplifie les probabilités :

\P(Z4+U=k)—P(Z+V =k)
+o00
Z[P([U:k—i]m[zzz'])—P([V:k—im[z:i])]‘.

=0

Les variables U et Z d’une part et V et Z d’autre part sont indépendantes, on obtient :

+oo
Y [PWU=k—i)P(Z=i)—P(V=k—1i)P(Z=1i)|.
=0

|P(Z+U=k)—P(Z+V =k)| =

Enfin, en factorisant par P(Z = i) et par inégalité triangulaire on obtient :

+oo
|P(Z+U=k)—P(Z+V =k)| <) |PU=k—i)—P(V=k—i)| x P(Z =1i).
i=0
Enfin on somme pour k allant de 0 & +oo (les deux séries sont bien convergentes donc on
peut le faire) :

+00 “+0o0 +00
N IP(Z+U=k)=P(Z+V=k|<> Y |PU=k—i)—P(V="k—1i)|xP(Z=i).
k=0 k=0 i=0

et enfin puisqu’on a admis que ’échange de I'ordre des sommes était licite, on obtient bien
le résultat demandé.

Enfin on remarque que cette somme s’écrit encore :

400 oo
N IP(Z+U=k) —P(Z+V =k)| <> AP(Z=1i).
k=0 =0

2 o . .
et on a vu que 4; <2 (%) donc en multipliant par P(Z = i) et en sommant pour ¢ allant
de 0 & 400 avec deux séries qui convergent bien :

+o00 +o0 +00 A 2 A 2
Z\P(Z+U:k)—P(Z+V:k)!SZAZ-P(Z:Z')SZQ(”> P(Z:i):2<n>
k=0 k=0 k=0

+oo
puisque Z(2) C Ndonc Y P(Z =1i)=1.
i=0

5. (a) On va utiliser astucieusement l'inégalité triangulaire. On fait d’abord apparaitre tous les
nouveaux termes a l'intérieur de la valeur absolue :

|P(Uy+-+U,=k)—PVi+--+V,=k)| =
|P(Ur+ -+ Up=k) = PUr+ -+ Up1+V, =k)+
PU+ 44Uy 14+ Va=k)—PUi+ 4+ Upo+Vy1+V,=k)+
oA PO+ Vot 4V =k) = P(Vi+ -+ Vo = k)]
et I'inégalité triangulaire donne alors :
P(Ui+ 4+ Up=k) =~ PVi+ - +V,=k) | <
|P(Ui 44 Up=k) = P(Ui+ -+ Up1+ Vo= k) |+
|[PUi 4+ 4+Up1+Va=k)—PUi+ - +Up2+ Vo1 +V,=k) |+
A [P+ Vot 4 V= k) = P(Vi+ o+ Vi = k)|
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(b)

On en déduit immédiatement (sous réserve de convergence des séries du membre de droite)
que :

Z|P(Ul+"'+Un=k)—P(V1-|-...+Vn:k)|S

D IPWL -+ Un1 4V =k) = PUr+ -+ Una + Vo1 + Vo = k) |+

+00
Y PO+ Vot o+ Vi =k) = P(Vi+ -+ V, = k)|
k=0
On remarque qu’a chaque fois une seule variable aléatoire differe (U,, et V,, dans la premiere
somme, U,_1 et V,,_1 dans la seconde, etc...).

On pose alors a chaque fois Z; la variable restante (égale des deux cotés) : Z,, = Uy +---+
U,_1 dans la premiere somme, Z,, 1 = Uy +--- 4+ U,_2 + V,, dans la seconde, etc... jusqu’a
Zy = Vo +--- 4V, dans la derniere somme (la n-éme). Remarquer qu’on a numéroté Z
avec le méme numéro que la variable qui change.

Z’P(Ul+"'+Un:k)—P(V1+---+Vn:k)|

<> Z|PU +Z;=k)—P(V;+ Z; = k)|
j=1 Lk=0

On reconnait alors dans chacune de ses sommes le résultat de la question 4 (toutes les
hypotheses sont vérifiées avec Z;(Q) C N, U; — B (%) et V; — P (%) et ces trois vari-
ables indépendantes car Z; ne dépend que des variables d’indice autre que j, qui sont
indépendantes de U; et Vj).

On en déduit que ces sommes convergent bien (ce qui justifie ’écriture de départ) puis en
appliquant a chacune la question 4 :

2)2 2
S IPU L+ +Uy=k) = P(Vi++-+ V= k) ’<Z

La somme i Uj suit la loi binomiale de parametres n et % comme somme de variables de
Bernoulli ifjlgtlépendantes et de méme parametre.

De méme la somme i Vj suit la loi de Poisson de parametres n X % = A comme somme
de variables indépen(]iZIlrces suivant des lois de Poisson.

On a alors P(X = k) = P(U1 + -+ U, = k) pour tout k, et P(Vi +---+V,, = k) = e 37

pour tout k& donc en remplagant dans 1'inégalité de 5)b) on obtient bien :

+00
> |P(x =
k=0

k 2
_ a2

E_n

X; suit la loi de Bernoulli de parametre % (la probabilité que la bactérie soit dans le
préléevement).
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n
(b) On a clairement N = ) X; et comme ces variables de Bernoulli sont indépendantes et de
i=1
meéme parametre, N suit la loi binomiale de parametres n et A—VV.

7. On remarque tout d’abord que pour tout entier £ on peut obtenir F' comme suit :

0.
P(U =0) =
Fk—1)+P(U =k —1).

o Sik <0, F(k)
o Sik=0, F(k)
o Sik>1, F(k)

e,

On va donc calculer F'(k) par récurrence, et de plus la probabilité P(U = k) = e_’\Ak—I; vérifie :

A
P(U = k) = LP(U =k-1)
ce qui va permettre de calculer P(U = k) par récurrence également.
Pour minimiser le nombre d’opérations on va calculer ces termes récurrents en méme temps.
Enfin pour un z réel, on remarque que F(x) = F'|z] ce qui permet de se ramener a un entier.

On peut alors écrire :

1 [def fct_rep_Poisson(x,lambda):
2 if x < 0O:

3 F=20

4 else:

5 n = np.floor(x)

6 p = np.exp(-lambda)

7 F=20

8 for k in range(0,n+1):
9 F = F+p

10 p = lambda/(k+1)*p
1 return(F)

8. (a) On applique la question 5.(c) de la partie I avec N qui suit une loi binomiale de parametres
n et % et posant A = "A% = cAV, puis U qui suit la loi de Poisson de parametre A = cAV,
et N et U qui sont indépendantes.

On obtient : .
o0
202 2c2(AV)?
SN IP(N =k) - P(U=k)| < X _20(AV)
— n n

On en déduit (tous les termes de la somme sont positifs) que :
K 400
STIP(N = k) = P(U = k)| < Y |P(N = k) — P(U = k)
k=0 k=0
Or par inégalité triangulaire la somme de gauche vérifie :
K K
Y IP(N=k)—P(U=k)|>|)_P(N=k)—P{U=Fk)|=|P(N<K)-PU<K)|
k=0 k=0

En rassemblant et en remarquant que = = % on obtient :

2¢(AV)? _ 2¢(AV)?

|IP(N<K)—-PU<K)| < - %
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(b) Dans cette application numérique, on obtient en posant F erreur commise :

2¢(AV)?  2¢(1073)2 2

EFE=|PINL<K)-PU<K)| L =
P(N < K)- PU £ K)| < =25 = 1

(¢) On a toujours :
2 6(10—3)2
E<2C(AV) <2><10 (107?) :2
- v - V v
donc pour garantir £ < 1076 il faut :

2
Egvgm—ﬁ@vzmmﬁ

c’est-a-dire qu’il faut un volume supérieur a 2 000 000 m?.
(d) En effectuant les mémes opérations que précédemment on obtient :

2(cAV) min(cAV, 2)

[P(N < K) ~ P(U < K)| < :

puis on remplace - = % et on remarque que min(cAV,2) < 2 donc on a :

2AV min(cAV,2) A
P(N < K) — P(U < K)| < 22V min(eaV.2) _ AV
Vv v
(e) On obtient
AV 4x1073

E<4 =
-V v

donc pour garantir que F < 1079 il faut que :

4 %1073

<10V >4x10°
Vv
donc il faut un volume supérieur a 4000 m?.

9. Sur cet intervalle, h est dérivable comme somme, produit et composée de fonctions dérivables et
on a:

W (z)=1xIn(1+2z)+ (1+x) x —1=In(l+z)+1—-1=1In(l+2x)

14+
et on résout avec ’exponentielle strictement croissante :

In(l+z)>0el+z>e=1e2>0

qui va donner le tableau suivant :

T -1 0 +00
B (x) — 0 +
h(z) \ /
0
h(z) + 0 +
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10. On écrit la définition de E(Y') et on sépare en deux sommes selon que les valeurs soient avant
ou apres « :

EY)= > yPY=y)= > yP¥=y)+ Y yPY =y

yeY () yeY (Q),y<a YeY (2),y>a

La premiere somme est positive car Y est a valeurs positives et les probabilités sont toujours
positives.

Dans la deuxiéme, on a y > « donc on peut majorer :

E(Y)>0+ Y aPY=y)=a Y P =y)=aP{Y >a)
yeY (Q),y>a yeY (Q)y>a

et on obtient bien :

E(Y)>aP(Y >a) & P(Y > a) <

11. (a) D’apres le théoreme de transfert on a sous réserve de convergence :

+oo k “+o0o u\k
A _ (Ae*)
uX\ _ uk —\ _ A
E(e"?) = kg—oe ey e g_o x

On reconnait une série exponentielle qui converge, e*X admet donc une espérance et :
— u w__
E(euX) —e A e/\e — 6)\(6 1)
(b) On calcule le coté gauche :

E (euo(x—(us)x)) _ B (euoX " equA(HE))

et comme e~ “0A1F€) egt une constante la linéarité de espérance donne :

E <€u0(X7(1+s))\)> — e*UOA(lJrE)E(eUOX) — efuo)\(lJrE) « e)\(e“()—l) _ eA(euoflfuofuos)

Il faut donc obtenir
h(e) =(1+e)In(l+e)—e=14uptuc—e"* <= (1+¢e)In(l+¢e) = 1+e+up(l+e)—e"
— (14+¢)[In(1+4+¢)—1] =up(l +¢) —e“°

On étudie alors la fonction f(u) = u(l+¢) — e — (14 ¢)[In(1 4 ¢) — 1] qui est dérivable
sur Ry et vérifie :
fllu)=(1+¢e)—e"

qui est décroissante et s’annule en v = In(1 + ¢) donc f’ est positive puis négative.
Enfin f est croissante puis décroissante et admet un maximum en u; = In(1+¢), qui vaut :

flu)) = (A4e)In(l+e) -+ — (1 42)[In(1 +¢) — 1]
= (1+e)ln(l+e)—(1+¢)—(14¢)[In(l1+e)—1]=0.

On en déduit que f s’annule au point ug = u; = In(1 + ), et en ce point on a bien :

E(euO(X_(l-‘rE))\)) — ¢~ (o)
(¢) i. Pour tout u >0,

PO X =) >e) = P(X = A > Ae) = P(u(X — \) > ule) = P (e“(X_’\) > em)

10
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i. La variable aléatoire e“X—2) est positive et admet une espérance, on lui appliqué

I'inégalité de Markov :

u(X—X)
P (eu(X—A) > e)xau) < b (ee)\su )

_E (eu(X—)\)—Aeu> —E (eu(X—)\(l—i-a)))
donc en reprenant la question précédente on obtient :
Vu>0, POYX -\ >e)<E <e“<X*A(1+€>>) .
En particulier, c’est vrai pour u = ug qui est bien strictement positif donc :
POHX - N >e)<E (euo(X—)\(l-i-a))) — M)

Premier cas : € > 1, on a alors — < —1 donc :
h(—e)=0 donc e M) =¢0=1

et comme une probabilité est toujours inférieure ou égale a 1, 'inégalité est bien vérifiée.
Deuxieme cas : 0 < € < 1 : On reprend les questions précédentes, avec quelques
changements :

Comume il faut changer le sens de 'inégalité pour utiliser Markov, on utilise cette fois-ci
u < 0 : Pour tout u > 0,

POTY X -\ < —&) = P(X-A < —e)) = P(u(X—A\) > —uz)) = P (e“(X_’\) > e—w)

On applique & nouveau 'inégalité de Markov et on obtient :

w(X—2X)
P()\fl(X . )\) < _€) - p (eu(Xf)\) > efus)\) < b (e ) - E (eu(Xf)\)+us/\>

e—UEA
On reprend la question 11.(b), et on montre qu’il existe u; < 0 tel que :

E (eu1(X—)\)+U1a>\) _ o~ Mi(=e)

On se ramene a nouveau a une équation sur u, puis on étudie une fonction et on obtient
une unique solution :
up =1In(1 —¢)

qui est bien strictement négatif.
L’inégalité précédente étant vraie pour tout u < 0, elle est vraie en u; et enfin on en
déduit :

PAHX =) < —¢) <e M)

On obtient bien pour tout € > 0 :

POATHX = \) < —g) < e M(=2)

12. (a) On transforme :

PX<a)=P(X-A<a-AN)=PA ' X -)N<Aa-N)

puis on applique la question 11.(d) pour e = A™1(\ — a) qui est bien strictement positif car
A > 2000 > «. On obtient :

P(X < ) < e MATHam) = =M lamT)
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(b) On construit patiemment l'inégalité : on a A > 2000 donc :

1 o «
Ale — s A la< s Ala—1< -2 1
< %000 P <2000 P “~ 1< 5000

Ces deux réels sont compris entre 0 et 1 (on reconnait le —e de la question précédente a
gauche, négatif, et plus grand que —1 car A"'a > 0 ), et & droite o < 2000 donc 3000 < 1.

La fonction h est de plus décroissante sur | — 1; 0] donc :
h(A'a—1) > h (i - 1) puis  — A (Ala— 1) < —Ah (i _ 1)
2000 2000

et enfin par stricte croissance de I’exponentielle :
ef)\h(/\*lafl) <ef)\h(ﬁfl)
On reprend alors I'inégalité sur P(X — ) :

P(X — a) < e Tam1) < o= M(55-1)

(c) Cette équation est équivalente & :

In(100)
2000

2000 x h (5555 — 1) = In(100) > h (50 1) =

On reprend alors I’étude de h et on rajoute les limites (évidente en +o00, avec le changement
de variable y = 1 4+ x en —1) au tableau de variation :

T -1 0 +00
h'(z) - 0 +
1 +00
h() \\\\\\\\\\ ///////’
0
h(x) + 0 +
Or
In(100)  In(10%)  2In(10)  In(10) 1
2000 2000 2000 1000
donc I’équation h(y) = lr;(olg(? ) admet une unique solution y €] —1; 0], et une unique solution
z € 0; +o0.
x
De plus, on a z € [0,2000] donc 5000 ~ 1 € [-1,0] donc

x
— — 1= =2 1
5000 y < x=2000(y + 1)

donc I’équation initiale admet deux solutions :
ap =2000(y +1) € [0;2000] car ye€[-1;0] et € [2000;+00] car z>0.

Elle admet une unique solution g comprise entre 0 et 2000.
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(d)

On admet que 1865 < ayg.
Par croissance de la fonction de répartition, on en déduit si A > 2000 :

P(X < 1865) < P(X < 1865) < P(X < ag) < e~ 2000h(5555 1)

Or «ap étant solution de I’équation précédente, on a

Qo
2000A (— — 1) — In(100
2000 n(100)
donc )
P(X < 1865 < o—2000h(5505—-1) _ ,—In(100) _ o

Rappelons qu’on approxime la loi binomiale du nombre de bactéries dans le prélevement
par la loi de Poisson que suit X.

Avec 1600 bactéries dans le prélevement, on obtient X = 1600 < 1865.

Or on a vu précédemment que Py~ 9000)(X < 1865) < ﬁ.

Ceci signifie qu’on a un risque trés faible d’avoir A > 2000 (d’autant que 1600 est largement
plus petit que 1865, la probabilité est probablement bien plus faible en réalité).

Or la tolérance est fixée & 2000 bactéries par litre, donc 2000 x 10% bactéries par metre
cube, et enfin A = cAV = 2000 x 10% x 1073 = 2000.

On voit donc que le risque que le seuil de tolérance soit dépassé est extrémement faible, et
on peut autoriser le bassin sans prendre de risque (en fait on peut minimiser encore plus
ce risque en faisant plusieurs prélevements et en faisant la synthese des résultats, c’est la
théorie de l'estimation par intervalle de confiance).
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