ECG2 - Mathématiques appliquées

Lycée Clemenceau - Reims

Révisions 9

Correction du sujet ESSEC

Sujet ESSEC 1 2019

Exercice

1. (a)

ii.

iii.

ii.

. Un calcul matriciel direct donne :

00 O
M=CL=(1 2 -1
2 4 =2
On a:
0 0 0
rg(M)=dim | Vect [ | 1]|,|2],]| -1
2 4 —2

= dim

et M?=0.
0
Vect 1 =1.
2

On a M? = 0 donc X? est un polynéme annulateur de M. II s’ensuit que la seule
valeur propre possible pour M est 0. En outre, rg(M) = 1 donc M est non inversible

et 0 € Sp(M). Ainsi, Sp(M) = {0}.

Supposons que M soit diagonalisable. Alors il existerait P inversible et D diagonale
telles que M = PDP~!. Comme Sp(M) = {0}, D =0 et donc M = 0 ce qui n’est pas

le cas. Donc M n’est pas diagonalisable.

On a avec le pivot :

0 1 0 1 0 O
1 0 O — 0 1 0
0 -2 1 0 -2 1
1 00
— 010
0 0 1
Ainsi, rg(P) = 3 et donc P est inversible.
Un calcul direct donne
0 1
Pl1l]=10
2 0
a c
Soit M =1[d e f].Ona
g h i
1 1 a
M0l =]|2]|<]|d
0 -1 g

Posons alors R =

N =
O =
OO =

(Lg < L3 +2Lo)
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C’est une matrice de rang 3, elle est donc inversible et il suit de la discussion précédente

que
1 1
RY'[2]=]o0
-1 0
0 0 1
Onposedonc Q='R'=10 1 -1
-1 2 -1
iii. On a :

00 0 100
PMQ=PCLQ=PC(1 0 0)=P|1 0 0]=[0 0 0
2 0 0 00 0

2. Attention au décalage d’indice : dans cette question 2, la ligne L; désigne la i-ieme ligne de la
matrice sur Python (avec une numérotation qui commence a 0).

(a) On propose les programmes suivants :

1 [def addlig(b, i, j, A):

2 n, p = np.shape(4)
3 for k in range(p):
s Ali, k] = A[i, kI+b*A[j, kI
5 return(A)
et
1 |def echlig(i, j, A):
2 n, p = np.shape(4)
3 for k in range(n):
4 aux = A[i, k]
5 Ali, k] = A[j, K]
6 Alj, k] = aux
7 return(4)

(b) La matrice D est une matrice diagonale avec des 1 partout sur la diagonale sauf au coefficient
(,7) qui vaut a. On sait alors (ou on le vérifie a I’aide de la formule du produit matriciel)
que multiplier A par D a gauche (a droite, respectivement) revient a multiplier la i-éme
ligne (colonne, respectivement) de A par a.

Ainsi, le programme multligmat effectue bien 'opération L; < al;.

3. (a) i. Sion note Li,...,L, les lignes de M, on a rg(M) = 1 donc toutes les lignes sont
colinéaires et il en existe au moins une non nulle. Autrement dit, il existe ig € [1,7]
tel que L;, # 0 et, pour tout ¢ € [1,n], il existe ¢; € R tel que L; = ¢;L;,. Posons alors

C1
C=|:|etL=L. Alors:
Cn
c1Ly, Ly
coL;, Lo
CL f— . p— . p— M
CnLio Ly,
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ii. On a

MC = CLC = C (Zn:&cl) = (Zn:&cz> C
i=1

i=1

n
et C' # 0 donc Z&ci € Sp(M).
i=1
ili. Comme rg(M) = 1, M est non inversible et donc 0 € Sp(M) et dim(Ez(M)) =
n—rg(M) =mn—1. On peut donc trouver une base (vs,...,v,) de Eo(M).

n
Posons 0 = Z&ci. Comme o € Sp(M), il existe un vecteur propre v; de M associé
i=1
a o (on peut par exemple prendre v; = C).
Si 0 # 0, alors par concaténation de familles libres de sous-espaces propres associés
a des valeurs propres distinctes, (v1,vg,...,v,) est une famille libre de ., 1(R) de
cardinale n = dim(.#,,1(R)). C’est donc une base de ., 1(R) constituée de vecteurs
propres de M. Ainsi, M est diagonalisable.

(b) i. Considérons R la matrice inversible dont les colonnes sont les vecteurs vy, va, ..., v, de
la question précédente. Alors d’apres le cours, M = RDR™! avec D = diag(o,0,...,0).
Alors :

1 1
~R'MR=-D=FE;.
g g

En posant P = %R‘l et Q = R, on adonc PMQ = Eq .
ii. Considérons, pour tout (i,j) € N2, les matrices
Pij=1,—Ei;— Ej;+Ej; + Ei.
Elles sont inversibles (car clairement de rang n) et on peut vérifier que :
Pi;Ei1=FE;1 et B 1Pi;=EFE;;.
On a donc avec la question précédente :
P, PMQP, ; = P;E11Pj = FE; ;.

Ainsi, en posant P; = P ;P et Q; = QP ;, on a donc deux matrices inversibles (car
produits de matrices inversibles) telles que PMQ; = E; ;.

Probleme

1. (a) Pour tout ¢t € R, il suit du théoréme de transfert que

Mx(t) = zn: MP(X =k).

k=—n

Or, pour tout k € [—n,n], t — ¥ est € sur R. Ainsi, par combinaison linéaire, My est
@ sur R.

(b) Pour tout k € [—n,n], on montre par une récurrence immédiate sur p que la dérivée p-eme
de t > €M est t — kPeFt. Ainsi, par somme,

MP ()= Y ke P(X = k).
k=—n

et donc, d’apres le théoreme de transfert,

MP(0) = zn: PP(X = k) = E(XP).

k=—n
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()

(b)

i. Pour tout £ € R, on a
2n n
Gx(et) = ZP(X =k — n)ekt = Z P(X - ')e(j+n)t
(j=k—n)
= " Y P(X =j)el =" Mx(t).
j=-n

ii. Pour tout ¢t € R, on a Mx(t) = My (t) donc, d’apres la question précédente,
Gx(e') = e™Mx(t) = " My (t) = Gy ().
iii. D’apres la question précédente, pour tout ¢ € R, on a
Gx(e') = Gy(e') & Gx(e') — Gy (") =0 < (Gx — Gy)(e') = 0.

La fonction polynome Gx — Gy admet donc une infinité de racines. C’est donc le
polynéme nul. Par unicité de I’écriture d’un polynéme sous forme développée, tous les
coefficients de Gx — Gy sont nuls et il s’ensuit que

Vk € [0,2n], P(X=k—n)=PY =k—n)
et donc, en posant j =k —n, on a
Vk € [-n,n], P(X =j)=PY =j).

Ainsi, X et Y suivent la méme loi.
i. S(Q) = {-1,1} et X2(2) = {0,1,2} donc, par produit, Y2(Q2) = {-2,-1,0,1,2} =

[-2,2].
ii. Dressons le tableau croisé des valeurs de Y5 en fonction des valeurs de S et de X5s.
S\Xo 0] 1] 2

-1 0|-1]-2

1 0|11 2
Ainsi, par indépendance de S et de Xo,

P(Ys = —2) = P((S = =1) N (X2 = 2)) = P(S = —1)P(Xs = 2) — % < % _ %
De méme,
P(Yy=—1)= &, P(a=0) =, P(a=1) = &, P(Yy=2) = ~.
4 4 4 8
En résumé :
» ST 1To ] 1]2

P(Yo=y) |1/8| 1/4| 1/4 | 1/4[1/8

Dressons le tableau croisé des valeurs de Xo — (S + 1) en fonction des valeurs de S et de
Xo.

S\Xy [0 ]1]2
1 o 1]2
1 |[2][-1]0

Ainsi, par indépendance de S et de Xo,
PXo—(S+1)=-2)=P((S=1)N(X2=0))=P(S=1)P(X2=0) =

De méme, on calcule les autres probabilités et on obtient :

y 2 [-1l0 ] 1] 2
P(Xs— (S+1)=y) | 1/8 | 1/4 [ 1/4[1/4|1/8




ECG2 - Mathématiques appliquées Lycée Clemenceau - Reims

3. (a) X contient une matrice a n lignes et 2 colonnes de simulations de X5.

S contient une matrice a n lignes et 2 colonnes de simulations de S.

(b) Chaque ligne de Z1 contient une simulation du couple (SX3, X2 — (S +1)).

Chaque ligne de Z2 contient une simulation du couple (SXs, X) — (8" + 1)) ot X} et S’
sont des variables aléatoires de méme loi que X5 et S respectivement et indépendantes de
ces variables.

(c) D’apres la loi faible des grands nombres,
pl =~ P(SX2 = X5 — (S+ 1))

et
p2 ~ P(5X5 = X}, — (§' +1)).

Or, comme on ’observe aisément a partir des tableaux croisés,
PSXo=Xo—(S4+1)=P(Xo=0)N(S=-1))=P(Xoa=0)P(S=-1) =

et, d’autre part, si on pose Yy = X} — (S’ + 1) qui est donc indépendante et de méme loi
que Y3, on a

P(SXo=X,—(S"+1) = PY,=Y))

— kzn:np(yz = k)?
BRORORORC]

Ainsi,

1"*“1 t 2’”7
PE¥g & PeT

Remarque : Une exécution du script Scilab proposé a renvoyé pl = 0.1244 et p2 =
1 7

0.21921 alors que — = 0.125 et 33 = 0.21875. Ces observations sont donc bien en ac-

cord avec nos résultats (ouf !).

4. (a) Pour tout t € R, e!*» prend un nombre fini de valeurs donc admet une espérance, ce qui

1
prouve que Mx, (t) est défini pour tout ¢t € R. En outre, avec p = ¢ = > on a

n n n -
M () = 3P =1 = Y e (ot
k=0 k=0

= 2 (Z) (et = (g + petyr = L

k=0
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(b) Soit t € R. On a :
My, (t)

= Z e*P(Y, = k) (thm de transfert)

k=—n
n

= 3 P((Y = k)N (S = 1)+ P(Y, = k)N (S =1)) (SCE (S = 1))

k=—n

= Y M(P((Xn=-k)N(S=-1)+P(Xpn=k)N(S=1))

k=—n
0 n
= Y MP(Xy=-k)n(S=-1)+ ) "P(X,=k)N(S=1))
k=—n k=0
0 n
= >y estP(Xn = —k)+ e;tP(Xn = k) (indép. de S et X3)
k=—n k=
n okt n Zkt
= D5 PXa=k)+ > 5 P(Xn=k)
k=0 k=0
= 5 (M, (1) + My, (1)
= o (e e

(c) On a, pour tout t € R,

14+e ™
—

My, () = o [ (1 + ) + (14 ¢)"] =

~ ontl ~ ontl (L+e)™ [L+e™™] = Mx, () x

Considérons alors une variable aléatoire H,, indépendante de X,, et de loi uniforme sur
{0,n}. On a donc avec le théoréeme de transfert :

ot nt 14 e
My, (t) =e*P(H, =0)+ " P(H, =n) = 5

Mais alors (par indépendance a la troisieme égalité) :
My, () = E(eXni) = p(etXng ) = B(etXn) B(etin)

= MXn(t)MHn(—t) = MXn(t) X —— =

Ainsi, Y, et X,, — H, ont la méme fonction génératrice des moments et en outre (X, —
H,)(Q) =[-n,n] = Y,(R2) de sorte qu'il suit de 1.(c) que Y,, et X,, — H,, ont la méme loi.

5. (a) On a Kx(0) = In(Mx(0)) mais
Mx(0) = E(e"%) = E(1) = 1.

Ainsi, Kx(0) = 0.
(b) Soit (a,b) € R%. On a, pour tout ¢ tel que at € Dy,

Ky (t) = In(My (t)) = In(E(e'Y)) = In(E(e®X %)) = In(e® E(e%X)) = th+In(Mx (at)) = th+Kx (at).

Ainsi, KaX—f—b(t) =tb+ KX(CLt).



ECG2 - Mathématiques appliquées Lycée Clemenceau - Reims

()

Si X et —X ont la méme loi, on a Ky = K_x mais, pour tout ¢, on a Ky (t) = E(e!=X)) =
E(e7'™) = Kx(—t) et donc Kx est paire.
Or on sait que la dérivée d’une fonction paire (respectivement impaire) est une fonction

impaire (respectivement paire). Ainsi, par une récurrence immédiate, pour tout p € N,

Kg?p D ot impaire et donc en particulier

Qa1 (X) = K& (0) = 0

Soit t € Dx NDy. Puisque X et Y sont indépendantes, il suit du lemme des coalitions que
e!X et €Y le sont aussi. Alors, (par indépendance & la quatrieme égalité)

Kxiv(t) = W(Mxsy(t) = n(BEX) = In(B(e X)) = In(B(eX) B(e))
= In(Mx(t)) +In(My(t)) = Kx(t) + Ky (t).
Par linéarité de la dérivation, on a, pour tout p € N*,
(p)
E® ., =KP + K.
En évaluant en 0, on obtient

Vp € N', Qp(X +Y) = Qp(X) + Qp(Y).

Sit=# 0, on a avec le théoreme de transfert :
1 tul t
—1
A@@:Ew%:/eerz]ze |
0 tl, ¢
Et sit =0,
My (0) = E(™Y) = B(1) = 1.
Ainsi,
el _
VteR, My(t) = sit#0,
1 sit=0.

La fonction My est dérivable sur R* comme quotient de fonctions dérivables, le dénominateur
ne s’annulant pas. Alors

tel —el +1

vVt e R*, M (t) = —

Soit t # 0. Alors, en procédant a un développement limité en 0, on a

My(t)—1 1 [et—1 1,, 1 t2 9 1
; t< ; t2(e (141)) 2 ++2+0() (1+1) 2+o()
Ainsi,
. Myt)—-1 1
/ = _— -
Moo == =5

M, est continue sur R* et sur R* comme quotient de fonctions continues, le dénominateur
ne s’annulant pas. En outre, si ¢t # 0,

tel —e'+1  t(1+t+o(t) —(1+t+t2/2+0(t?)) + 1

12 N 12
t+t2—1—t—t2/2+0(t?))+1 t2/2 1
= t2/ (%) = té +0(1):§+0(1) —

Ainsi, M{; est continue sur R et My est ¢! sur R.

My(t) =

Remarque : Le sujet ne demande pas de prouver la continuité de My sur R et en particulier
en 0. Mais comme la dérivabilité implique la continuité, elle est aussi continue !
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8. Soient a et 8 deux réels tels que a < .
(a) Puisque U — U([0,1]), on a (8 — a)U + a — U([a, #]). Ainsi, il suit du 5.(b) que
VteR, Kx(t) = Kg_ayp+alt)=at+ Ky((8— a)t).

(b) Puisque My est € sur R et & valeurs strictement positives (ce que 'on vérifie par une rapide
disjonction de cas), Ky = InoMp est €' sur R. Il suit alors de la question précédente que,
par composition et somme avec des fonctions affines, Kx est €' sur R.

En outre, pour tout t € R,

Kx(t) = a+ (8 — o) Ky (8 — a)t)
de sorte que (avec la question 7)

My (0)
M (0)

Qu(X) = Kx(0)=a+ (8- a)Ey(0)=a+(8-a)

= 0t (8- =0t (8- a)EWU) = Ba + (3 - a)l) = B(X),

9. (a) Pour tout ¢ € R, on a avec le théoréme de transfert et sous réserve de convergence :

M _+Oo A —A+Oo (A Ael) — et — 1
T(t)—ge ety =e g o= exp(Xe’) = exp(A(e" — 1)).
et

Kr(t) = In(Mrp(t)) = Mt —1).

(b) On montre par une récurrence immédiate sur p € N* que
VpeN*, EP(t) = A

de sorte que
VpeN*,  Q,(T) = K (0) = A

952
10. (a) Soit t € R. La fonction z +— €'~ 2 est continue et positive sur R donc intégrable sur tout
1 .2
segment. En particulier, / e'®~% dx converge.
-1
Par ailleurs, en +oo,

2 2 1
" = o(e”T) = o(?) (par croissance comparée).
-1

+o0
— dx et / —5 dx convergent, il suit du théoreme de compara-
x 1 x

. 22 400 . 22
et dmet/ e’ dx
1

Puisque les intégrales /
—0oQ
—1

ison sur les intégrales de fonctions positives que les intégrales /
—00
convergent.
400 22
Il s’ensuit que / e='3 dx converge.
— 00

(b) Pour tout t € R, on a
oo 1 2 1 [t 2
My(t) = et e /2 da::/ T2
®) — 00 V2T V2T )
qui est une intégrale convergente d’apres la question précédente, de sorte que My est définie
sur R. Alors, pour tout ¢t € R, on a

1 e to—ax2/2 t2/2 1 e —t2 /24 tx—a?/2
MZ (t) = E & dr=c¢ E & dx
— 00 —0o0

oo
+ w2

= et2/2—1 o e~3(@=? g — et2/2—1 e T dr = /2
\/ 27T —00 V 27T — 00 ‘
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Soit m € R, 0 € R, N <= N(m,0?) et Z < N(0,1). Alors 6Z +m < N(m,0?) et donc,
pour tout ¢ € R, on a (d’apres 5.(b) et 10.(b))

o?t? ot?
Kn(t) = Koz4m(t) = mt + Kz(ot) = mt + ln(exp(T)) =mt+ 5
Ainsi,
Ky(t)=m+0, K{(t)=0> et ¥p>3, KP(t)=0.
Ainsi,

m sip=1,
VpeN*, Qup(N)=<¢ 0% sip=2,
0 sip>3.

11. Soit (T} )nen+ une suite de variables aléatoires telles que, pour tout n € N*, la variable aléatoire

T, suit la loi de Poisson de parametre n. Pour tout n € N*, on pose W,, =

(a)

T, —n
Vi
Considérons (X1, ..., X,) un n-échantillon de variables aléatoires de loi P(1), chaque vari-

able aléatoire a donc une espérance égale a 1 et une variance égale a 1 également. D’apres
le théoreme de stabilité pour la loi de Poisson, on a

=1

et donc, d’apres le théoreme de la limite centrée, on a

S,—n r
1).

Puisque T, et S,, ont la méme loi, si on considere W une variable aléatoire de loi £(0,1),

on a donc W, i) Ww.
Pour tout t € R, on a

M, (t) = B U77)) = eVt B ) = Vi, (t) |
n

Ainsi, donc (avec la question 9.(a)),

Kw, (t) = In(Mw, (t)) = —v/nt + Kr, (%) = —Vn+n(V" - 1).

2

u
ﬁ — 0, on peut utiliser le développement limité e* = 1+ u + > + o(u?)

et on obtient lorsque n tend vers +oo,

Si on pose u =

2
i bt L
e 1+\/ﬁ+2n+o(n)

et donc )
n(et/\/ﬁ—l):\/ﬁt+%+o(1)

et donc lorsque n tend vers +oo,

et donc, d’apres 10.(b),
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12. On a
e M) E(X)
(%) = Kx(0) = 3751 = 2o = BX)
et
" Vi 2 2 _ 2
Qu(x) = g (0) = PO SO BELC I ),
13. (a) On a

ST = (X1 — Xo)t = X —4X3 Xy + 6X7 X5 —4X, X35 + X3

donc, comme X; et X2 sont indépendantes et de méme loi que X, on a

E(SY) = E(X{)-4E(X])E(X2) + 6B(X{)E(X3) — 4E(X1)E(X3) + E(X3)
= E(X* -8E(X*)E(X)+6E(X?)%

Par ailleurs,
(X - B(X))* = X* —4X*B(X) + 6X?FE(X)? - 4XFE(X)* + E(X)*
donc
pa(X) = B(X") —4E(X*)E(X) + 6E(X*)E(X)? —4E(X)E(X)? + BE(X)*

et donc
2u4(X) = 2B(X?) —8E(X}E(X) 4+ 12E(X?)E(X)? — 6E(X)L

Enfin,
V(X)? = (BE(X?) - E(X)*)? = B(X?)? - 2B(X*)E(X)* + E(X)*

de sorte que

6V (X)? = 6F(X?)? —12E(X?)E(X)? + 6E(X)*.
Ainsi, en effectuant la différence
2u4(X) + 6V (X)? =2E(X*) —8E(X)E(X?) + 6E(X?)? = E(S%).

On a donc bien E(51) = 2u4(X) 4+ 6V (X)2

(b) On a Mg = s donc
M = Kgel's = KiMs.

Alors,
4
Mé) = (Mé)@) = (KZS‘MS)(?’)

ce qui donne en dérivant 3 fois des produits :
MY = K Mg+ 3K MG + 3KEMY + KM,
(c) En évaluant en 0 1’égalité précédente, on a

MO©) = KLP(0)Ms(0) + 3K (0)MS(0) + BKL0)MLO) + K50)ME(0)
= Qu(S) + 3Q3(S)ML(0) + 3Q2(S)ML(0) + Q1(S)MD(0).

Mais, pour tout t € R,
Ks(t) = Kx,-x,(t) = Kx, (t) + K_x,(t) = Kx (t) + Kx(-t)

de sorte que Kg est paire et donc K et Kég) sont impaires. Ainsi, Q1(S) = @Q3(S) =0. 1l
s’ensuit que

M (0) = Qa(S) + 3Qa(S) ME(0).

10
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Mg(t) = Mx,-x,(t) = Mx, (t) Mx,(—t) = Mx (¢t)Mx(-1)
de sorte que
Mg(t) = MX () Mx (—t) — 2Mx (t) M (—t) + Mx () Mx (1)
et donc
ME(0) = M5%(0)Mx(0) — 2M%(0)* + Mx (0) M3 (0)

= E(X?) —2E(X)?+ E(X?)

= 2B(X?%) - 2E(X)?

= 2V(X) =V(9).
Ainsi,

ME(0) = Qu(S) +3Q2(S)V(S)
mais comme Kg(t) = Kx(t) + Kx(—t), il vient
Q2(5) = 2Q2(X) =2V (X) = V(S)

et donc
MP(0) = Qu(S) + 3V (S)2.

(4)

II ne reste plus qu’a montrer que Mg

= E(S%). Pour cela, on part de I'identité, pour tout

t € R,
Mg(t) = Mx (t)Mx(—t)
que 'on dérive quatre fois :
MBIt = MP@)Mx(—t) — aMP (#) M (—t) + 6M% (£) MY (—t) — M ()M (—t
g (1) x (H)Mx(=1) x ()M (—t) + 6Mx (¢) My (—t) x (&) My (1)

FMx () MP (—t).
En évaluant en 0, on obtient ainsi,

M (0)M
+Mx (0)M(0)

E(XY —4B(X*)E(X) + 6E(X?)?
2E(X*) —8E(X)E(X?) + 6 E(X?)?
E(SY).

MY (0)

En conclusion, on a bien

B(S%) 3(V(9))2.

14. En recoupant 13.(a) et 13.(c), puisque V(S) = 2V (X

= Q4(5) +

= 2Q4<X)—2M4<
& Qu(X) =

Ainsi, on a bien Q4(X) =

11

) et Q4(S) = 2Q4<X
Qa(8) +3(V(9))* = 2ua(X) + 6(V (X)) & 2Qu(X) +12(V(X))* = 2p4(X) +

) -

= /14(X) _

(0) — 40P (0) MY (0) + 6 MY (0) MY (0) — 4My (0) M) (0)

—4E(X)E(X?) + B(X?)

), on a
( 6(V(X))?

6(V(X))*

3(V (X))



