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Correction du TD 0
‘7 Révisions de premiere année

Sommes et produits
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Exercice 2
1. Pour tout entier £ > 2, on a :

5 2 3 5(k-=1(k+1)—2k(k+1)—3k(k—-1)
E k-1 k+1 k(k—1)(k+1)
_ Bk?—5—-2k*+2k—3k*+3k k-5
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On effectue les changements de variables ¢ = k — 1 dans la deuxieme somme et j = k + 1 dans
la troisieme. On obtient :
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Exercice 3
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Exercice 4
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Exercice 6
1. En appliquant la formule du binéme de Newton a la troisieme égalité, on obtient :

= () EE0)-S(E OB e

2. En appliquant la formule du binéme de Newton a la quatrieme et a la cinquieme égalité, on

obtient :
osggn 3”—k <Z> (f;) - kzn:zo pzko?’n_k (Z) ( > Z 3" ’“( ) pzkjo ( )1p1k—p
— é (Z) qn—kok _ gn

Suites réelles
Exercice 7
1. (un)nen n’est pas arithmético-géométrique car elle n’est pas de la forme u, 1 = au, + b avec a
et b deux constantes.

2. Pour tout n € N, on a :

Up, 4" 3 1

3 4 3
Un+l _ SUn + =t m o

Untl = i1 = T 5 qn

1
gn 4 T4 T4 T g

3. (vn)nen est arithmético-géométrique. On a :

el oo

On considere alors la suite (wy,)nen définie par @ w, = v, — 1. Alors :

Wpt1 =0 1*§v —i—l 1*§v §*§(v 1) §w
n+1 — Un+1 —4n4 —4n 4—4n 4n-
3
Donc (wy)nen est géométrique de raison 1 et de premier terme wyg = vg — 1 = % —1=-1.

Donc, pour tout entier naturel n,

wn:<i) x (—1), doncvnzl—(z> ,etun:4nx<1—<i> )

Exercice 8
1. Pour tout entier naturel n,

Tn+2 = 9Tnt1 + Ynt1 = 9Tpy1 — Oyp,

en utilisant successivement les deux relations de I’énoncé. Donc, Vn € N, x40 —5xp 41+ 62, = 0.
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2. On en déduit que (x,)nen est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

Equation caractéristique : 2 — 5z +6=0< =2 ou x = 3.

Donc pour tout n € N, x,, = A2"4u3" avec A et u a déterminer avec xg = 0 et 1 = dxg+yg = —1.

{)\20+u30:0 @{ Adp =0

A2+ p3t = -1 2A+3p = —1
no = -1 <L2 — L2 — 2L1)

Donc pour tout n € N, z,, = 2" — 3".

Avec la premiere relation de 1’énoncé, on en déduit que pour tout n € N,

Yn = In41 _533”:271—&-1 — gl —5(2" - 3")
= 2x2" -3 x3"-5x2"+5x%x3"
= —3x2"+2x 3"

Exercice 9

1. (a)

2. (a)

On pose P(n) la propriété : ”u,, est bien définie et u, > 1.

Initialisation : ug = 2 > 1 donc P(0) est vraie.

Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, c’est-a-dire que u,, est bien définie et
u, > 1. Montrons que P(n + 1) est aussi vérifiée, c’est-a-dire que wu, 11 est bien définie et
que Up41 > 1.

Par hypothese de récurrence, u, > 1, donc 2 + u,, > 3. En particulier, 2 + u, # 0 et
1+ 2u,,

Up+1 = est donc bien définie.

1+ 2u, Up — 1
De pl —1l=—-1=
¢ S, Uni 2+ uy, 2+ uy,

de récurrence), up+1 — 1 > 0 et donc up4q > 1.

Ainsi, P(n + 1) est vraie.

Conclusion : Par le principe de récurrence, on a donc que, pour tout n € N, u, est bien
définie et u, > 1.

. Comme u, —1 > 0 et 2+u, > 3 (par hypothese

Supposons que lim u, = £.
n—-+oo

Tout d’abord, ¢ > 1 car, pour tout entier naturel n, u, > 1 (question précédente).

1+2
De plus, par passage a la limite dans la relation de récurrence u, 11 = #, on obtient :
Un,
1+2¢ 1+2¢ 024 0) — (1420) 21
(=— = & (—-——— =0 =0 =
2+1¢ 247 2+¢ 2+4
o Z2-1=0 L l=Tout==1 _
24040 24040 1
Ainsi, si la suite (up)nen converge, elle converge vers 1.
Pour tout n € N, on a :
14 2u,, 1
; _Unt1—1 2+, :un—lzlun—lzlv
T e + 1 LF2un 0 Bun+3 3ug+1 37"
24+ u,
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. , ) . 1 . ug — 1
Donc (vp,)nen est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme vy = 1 =
uo
2—-1 1
2+1 3
1 n 1 n+1
(b) vy, = vp X (3) = (3) . On en déduit que :

Z:E N (;)w & (-1 = <;)n+1 (tn + 1) & uy (1 @)”“) - <:1)))”+1

1 n+1
(¢) On sait que lim <3> =0. Donc lim wu, = 1.

n—-+00 n—-+oo

142z —24+1  (1—2)(1+ax)

3. (a) f(x)= vz °= ata Ttz . On obtient le tableau de signe de f :
T —00 —2 -1 1 +00
1—2 + 0 -
1+ — 0 +
2+x - 0 +
fx) + — 0 + 0 —

(b) up+1 — un = f(uy). Or, pour tout entier naturel n, u, > 1 (question 1) donc f(u,) < 0
d’apres le tableau de signe de la question précédente.

Donc up41 — up < 0 et la suite (up)nen est donc décroissante.
(c¢) La suite (up)pen est décroissante et minorée par 1. D’apres le théoréme des suites mono-

tones, elle converge vers une limite finie /. Et d’apres la question 1.(b), £ = 1. Donc

lim u, =1.
n—-+o0o

4. (a) Voici la procédure qui permet de calculer w,, :

1 [n = input('Donner n : ')
2 [u=2

3 [for k in range(l,n+1):

4| uw = (1+2%u)/(2+u)

5 |print(u)

(b) Voici la procédure qui permet de déterminer le plus petit entier n tel que |u, — 1| <e:
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1 [epsilon = input('Donner epsilon : ')

4 |while np.abs(u-1) > epsilon :
5 n = n+l

6 u = (1+2%u)/(2+u)

7 | print (n)

Exercice 10

1.

2.

Notons P(n) la propriété ”u,, et v, sont bien définis et 0 < u, < v,”.
Initialisation : Par hypothese, ug = 1 et vg = 2 donc ug et vy sont bien définis et 0 < uy < vg.

Hérédité : Soit n un entier naturel. Supposons que P(n) est vraie. Montrons que P(n + 1) est
aussi vérifiée.
2

N , L1 U
Par hypothese de récurrence, 0 < u,, < vy, donc u, + v, > 0. On en déduit que uy, 1 = T"
U v
/U2 n n
et vp41 = ——— sont bien définis (car le dénominateur est non nul).
Uy + Up,

De plus, comme 0 < u, < v, (hypothese de récurrence) et que la fonction carré est strictement
croissante sur Ry, on a 0 < u2 < v2. En divisant par u, + v, > 0, on obtient :

2 2
n Un

0< ,
Up + Upn Up + Un

c’est a dire 0 < up4+1 < vpy1. Done P(n + 1) est aussi vérifiée.

Conclusion : Par le principe de récurrence, pour tout entier naturel n, u, et v, sont bien définis
et 0 < u, < vn.

(a) Pour tout entier naturel n, on a :

u? u2 — U (U + vp) _ —UpUp

Un41l —Up = ——— — Up = = .
Up, + Un Up, + Un Up + Up

D’apres la question 1, u,, > 0 et v,, > 0, donc uy 41 —u, < 0. Ainsi, (uy)nen est décroissante.

De plus, toujours avec la question 1, elle est minorée par 0. D’apres le théoreme des suites
monotones, (un)nen est convergente vers une limite finie ¢;.

(b) Pour tout entier naturel n, on a :

2 2

vE Ve — U (Up + vp) —UpUn,

Un+1—vn:7—’un: = .
Uy, + Un Up, + Un Up + Up

D’apres la question 1, u, > 0 et v, > 0, donc vy, +1 —v, < 0. Ainsi, (v,)pen est décroissante.
De plus, toujours avec la question 1, elle est minorée par 0. D’apres le théoreme des suites
monotones, (v, )nen est convergente vers une limite finie £o.

(c) On a démontré que pour tout entier naturel n, 0 < u,, < v,, que (uy)pen converge vers £
et que (vp)nen converge vers fo. Par passage a la limite dans les inégalités (rappelons que
les inégalités strictes deviennent larges par passage a la limite), on a donc 0 < #1 < /.

(a) Notons P(n) la propriété "v, — u, = 1".
Initialisation : Par hypothese, ug =1 et vg =2 doncvg —ug =2 —-1=1.
Hérédité : Soit n un entier naturel. Supposons que P(n) est vraie. Montrons que P(n + 1)
est aussi vérifiée.
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Par hypothese de récurrence, v, — u, = 1. Alors :

v2 u? v2 —uZ (v — up)(vn + up)
Uptl — Upgl = - = = = vy —Up = L.
Up +Vp  Up + Up Up + U Up, + Vp

Ainsi, P(n + 1) est aussi vérifiée.
Conclusion : Par le principe de récurrence, pour tout entier naturel n, v, — u, = 1.

(b) Comme (up)nen converge vers 1 et que (vy,)nen converge vers fo, on a par passage a la
limite dans 1’égalité obtenue a la question précédente, fo — ¢1 = 1, donc o = 1+ £;.
2

us
(c) Par définition, pour tout n € N, upy; = T & Upt1(uy +v,) = u2. En passant a la
Uy + Un
limite dans cette derniere relation, on obtient :

61(61 -+ Ez) = E% =2 6% + 1y = 6% & 01y = 0.

Or, on a démontré a la question précédente que ¢3 = 1+ ¢;. Donc on obtient ¢1(1+4¢1) = 0,
donc /1 = 0 ou ¢; = —1. Or d’apres la question 2.(c), ;1 > 0. Donc ¢; = 0. Comme
lo =1+ #1, on obtient ¢5 = 1.

Exercice 11

1.

2.

Notons P(n) la propriété "a,, et b, sont bien définies et strictement positifs” et montrons que
P(n) est vraie pour tout n € N.

Initialisation : ag =1 > 0 et by =2 > 0 donc P(0) est vraie.

Hérédité : Soit n un entier naturel. Supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n+ 1) est

vraie.
Par hypothese de récurrence, a, et b, sont bien définies et strictement positifs. Donc a,b, > 0

a b
donc ans = anby est bien définic et est > 0. Bt by — 2rton

5 est bien définie et est > 0.

Ainsi, P(n + 1) est vraie.

Conclusion : Par le principe de récurrence, pour tout n € N, a, et b, sont bien définies et

strictement positifs.

(a) Pour tout entier naturel n, on a :
an + by _ Qan _2\/an\/a+bn _ (\/E_ \/an)2
2 2 2 ’
Donc Vn € N, by41 —apy1 > 0. Ainsi, Vi > 1,0, > ay. Et ag =1 < 2 = by. Donc
vVneN,a, <b,.

(b) Pour tout entier naturel n, on a :

Ant1 — A = \/ apb \/CTn\/> \/> Van)y/an

Or, d’apres la question précédente, Vn € N, a, < by, donc par croissance de la fonction

racine carrée, Vn € N, \/a, < /b,. Donc Vn € N, api1 — an = (vVby — /an)/an > 0 et la

suite (a,) est croissante.

bn+1 — OQp41 = anbn -

(c) Pour tout entier naturel n, on a :

bpr — by = T g, = IO
+1 9 9

D’apres la question 3.(a), a, < b, donc b,1+1 — b, < 0. La suite (b,) est donc décroissante.
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3.

(a)

()

On a vu a la question 3.(a) que Vn € N, a, < b,. De plus, on a démontré a la question
3.(c) que (by,) est décroissante donc (b,,) est majorée par son premier terme by = 2. Donc,
pour tout entier naturel n, a,, < b, < by = 2. La suite (a,) est bien majorée par 2.
D’apres le théoreme des suites monotones, comme (a,) est croissante (question 3.(b)) et
majorée par 2, elle converge vers une limite notée /¢;.

On a vu a la question 3.(a) que Vn € N, a,, < b,. De plus, on a démontré a la question
3.(b) que (ay) est croissante donc (a,) est minorée par son premier terme ag = 1. Donc,
pour tout entier naturel n, b, > a, > ag = 1. La suite (b,) est bien minorée par 1.
D’apres le théoreme des suites monotones, comme (b,,) est décroissante (question 3.(c)) et
minorée par 1, elle converge vers une limite notée £s.
an + by,
2
by b

b+ 4o
g - —_ g :g.
5 = 5 5 = {1 )

Par passage a la limite dans 1’égalité b, 11 = , on obtient :

ly

Exercice 12
1. Voici la procédure qui permet de calculer u,, et v, :

2.

(a)

1 [n = input('Donner n : ')

1
3 |v=2
k in range(n):
5 X =1u
6 y=v
(x+y) /2
(u+y) /2
o |print(u,v)

[N
< B
nn

Pour tout entier naturel n, on a :

kL Y -n n
Up+1 + Up Up + Up _ Un+4+1 — Un 2 " 2 Un — Up
9 .

Un+l — Up41 = 5 - 2 = 2 = 5 =

1 n
Notons P(n) la propriété " v, —u, = <4> ”. Montrons que P(n) est vraie pour tout n € N.

1\ 0
Initialisation : vg —ug=2—-1=1= (4) donc P(0) est vraie.

Hérédité : Soit n un entier naturel. Supposons que P(n) est vraie. Montrons que P(n + 1)

est aussi vérifiée.
1 1 1\ " 1\t
i = ga = = (3) = (3)

On a:
en utilisant la question 2.(a) a la premiere égalité et ’hypothese de récurrence a la deuxiéme.
On a ainsi montré que P(n + 1) est vraie.

. . . 1\"
Conclusion : Par le principe de récurrence, on a pour tout entier naturel n, v,, —u, = (4 .

10
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3. (a) Pour tout n € N,

Un + U, Up — Uy 1 1\"
Un4+1 — Un = T—Un: 5 :EX 1 >0,
un"’"vn v Up — Un
Unp+1 TV Upt1 — U n
Un+1 —Un = 7714_2 n—’Un: n+2 L 2 5 = 3

en utilisant la question 2.(b). Donc (u,,) est croissante et (v,) est décroissante.

1\" 1
(b) Toujours avec la question 2.(b), v, — up = <> — 0, car — €] —1,1].
4) n—odoo 4
Donc, comme (uy) est croissante, (v,) est décroissante et lim (v, — u,) = 0, les suites

n—+4o00
(up) et (vy) sont adjacentes. D’apres le théoréme des suites adjacentes, elles convergent

vers la méme limite qu’on note /.

(¢) Voici la procédure pour obtenir une approximation de ¢ :

1 |epsilon = input('Donner epsilon : ')
2 lu=1
3 |lv=2

4 |while np.abs(v-u) > epsilon :

5 X =u
6 y =V

7 u = (x+y)/2
8 v = (uty)/2

9 [print(u,v)

1
4. (a) D’apres la question 2.(b), w, = v, — uy, (4) Donc :

5 =3 n0<1>’“1<111?1l _1_(>"+1 4 1(1)7{

1

4 [ —
3 3 3
4

(b) Par définition des suites (uy) et (v,), on a, pour tout entier k > 1 :

o Ut Up—1 Up—1 FUg—1 Uk — Ug—1
W = Vg — Uk = 2 — 5 = 5 )

On a alors, pour tout n € N :

n n n
1
Sn = Zwk=w0+zwk=1+52(uk—uk—1)
k=0 k=1 k=1
1
= 1+§((U1—Uo)+(U2—U1)+...+(un—un71))

L —1) = %(un +1).

1
= 1—|—§(un—u0)=1+2

(c) Ainsi, avec les deux questions précédentes, on a, pour tout n € N :
4 1 /1\" 1
Sp==—=1|-] == 1).
"T373 (4) 3 (un +1)

11
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Donc :
4 1 /1\" 4 5
“":2<3‘3<4>)‘171:;“3‘1:3’
1
car €]l—-1,1].

5 )
Ainsi, (uy) converge vers 3 et donc ¢ = 3

Exercice 13
1. (a) f est définie, continue et dérivable sur | — 1, +o00[. Pour tout x €] — 1, +o00[, on a :

1 1_1—(1—1—90) —x

/ — — =
f(m)_l—l—x 142 142

On en déduit le tableau de variation suivant :

T -1 0 400
f(z) + 0 -
0

(b) D’apres le tableau de variation de f, f admet un maximum global en 0 qui vaut f(0) = 0.
Donc :
Vo €] —1,+o00[, f(x) <0 & Vxe]—1,400[, In(l+2z) -2z <0.

(¢) Voici les commandes pour tracer f :

1 |def £(x):
2 return(np.log(1l+x)-x)

4 |x = np.linspace(0, 2, 100)
51y f(X)

6 [plt.plot(x, y)

7 |plt.show()

1
2. (a) Soit n € N*. En appliquant I'inégalité de I’énoncé pour x = R €] —1,+o0[,on a:
n

1 1 1-1 1
In(1- n <0 o (™ + <0
n+1 n—+1 n+1 n-+1
1
& In i + <0
n+1 n—+1

1

1
Ainsi, on a bien que, pour tout n € N*| Trl In(n+1) +In(n) <0.
n

(b) Pour tout n € N*, on a :

n+1 n
Uptl — Up = < % —In(n + 1)) — < % - ln(n)> - In(n+ 1) +1n(n) <0,

k=1 k=1 n+l

12
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en utilisant la question précédente pour la derniere inégalité. La suite (uy)n,>1 est donc
décroissante.

1
3. (a) Soit n € N*. En appliquant I'inégalité de I’énoncé pour x = ] €] —1,400[,on a:
n

1 1 1+1 1
In(1+ - <0 o (it <0
n—+1 n—+1 n—+1 n-+1

o In n+2\ 1 <0
n+1 n+1

1
& 1 2) -1 1)—— <0
n(n+2) ~ln(n+1) — —— <

En multipliant cette derniere inégalité par —1, on a bien que, pour tout n € N*,

] In(n+2)+In(n+1) >0

(b) Pour tout n € N*, on a :

n+1 n
1 1 1
Upt1—Up = < g k—ln(n+2)>—<§ k—ln(n+1)> = n+1—ln(n+2)+ln(n+1) >0,

k=1 k=1

en utilisant la question précédente pour la derniere inégalité. La suite (vy)n>1 est donc
croissante.

Up — Uy = (Z % —In(n + 1)) — <Z % - ln(n)> =—In(n+1) +In(n)

k=1
= In i =In 11 .
n+1 1"‘5

= 1 donc, par continuité du logarithme, lim v, —u, =1In(1) =0.
n—+oo

. 1
lim —
n—+oo | 4 =
(b) On a démontré que (up)n>1 est décroissante (question 1.(b)), que (vy)p>1 est croissante
(question 2.(b)) et que 11111 U, — up = 0 (question 3.(a)). Donc (un)n>1 €t (vn)n>1 sont
n—-—+0o0o = =
adjacentes.
D’apres le théoreme des suites adjacentes, (up)n>1 €t (vp)n>1 convergent vers une méme
limite £.

(¢) Voici le programme permettant d’obtenir une approximation de £ & 10~3 pres :

1(n=1

2 S =1

3 lu=1

4|v =1 - np.log(2)

5 [while np.abs(u-v) > 10%*(-3)
6 n = n+l

7 S=8+1/n

8 u =S - np.log(n)

9 v = S - np.log(n+l)

10 | print (u,v)

13
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Exercice 14
1. Voici la procédure pour calculer .S, :

2.

1 [n = input('Donner n : ')

2 (8 =0

3 [for k in range(1l,n+1):

4 S =S + np.log(l+k/n**2)
5 | print (S)

(a) La fonction f est définie, continue et dérivable sur RT en tant que somme de fonctions
définies, continues et dérivables sur R* (la fonction logarithme est définie, continue et
dérivable sur R* et que, Vz € RT, 1+ z > 0). Pour tout z > 0,

1 T

"Nz)=1— = >
F(@) 1tz 14z°

La fonction f est croissante sur R*. Donc Vz € RT, f(z) > f(0) = 0. f est donc positive
sur Ry.

(b) La fonction g est définie, continue et dérivable sur RT en tant que somme de fonctions
définies, continues et dérivables sur RT (la fonction logarithme est définie, continue et
dérivable sur R% et que, Yz € RT, 1+ z > 0). Pour tout z > 0,

1 1 1 2 2
() 14+ +z x4+ T

_ _ > 0.
1+ 2

:1—|—x_1—|—x+ vz l1+z°

La fonction g est croissante sur R*. Donc Vo € R, g(z) > ¢g(0) = 0. g est donc positive
sur Ry.

c) Pour tout x € Ry, on a :
() +>

e d’apres la question 2.(a), f(z) >0 x—In(l+2) >0< z > In(1 4+ z).
2 2
g

)
(a:)20<:>1n(1—|—x)—a?+%20<:>1n(1+a:)2x—x—.

e d’apres la question 2.(b), 5

On a ainsi, pour tout x > 0, z — % <In(l1+4+z) <z

(a) Soit n € N*. Pour tout k € [1;n], on pose z = — dans les inégalités (1) et on obtient
n

soit

(b) On somme les inégalités (2) pour k allant de 1 & n et on en déduit :

"k k2 " k "k
Z(Tﬁ—w>§;m<1+#>szﬂ

k=1 k=1
Or :
z”: ko k2 12"21C 1 z”:kQ 1nn+1) 1 nn+1)2n+1)
[ ] —_——— = — _——_— = — _——
n?2  2nt n2 2n4 n2 2 2nt 6
k=1 k=1 k=1
~n+1 (n+1)(2n+1)
 2n 12n3

14
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k=1
n n
k 1 1 nn+l) n+1
'Zﬁfﬁzk:ﬁ 2 = m
k=1 k=1
On en déduit ’encadrement demandé :
n+l (n+1)(2n+1) <s, < n+1
2n 12n3 2n
4. (a) On a
142 1
nbl T\ Te) Ty 1
omn 2n T2 ot 27
et
n? 1+l 2+l 1+l 2+l
(n+1)2n+1) n n) n "o
12n3 B 12n3 B 12n n—s+oo
1 1)(2 1 1 1 1
(b) Avec la question précédente, nll}rfoo (nz—; — (n+ 1)2(71: +1) = 2) et nll}rfoo n2—i7—l =3

D’apres le théoreme d’encadrement avec les inégalités de la question 3.(b), on a donc que

1
la suite (S,,) converge vers 3

5. On a, pour tout n € N*,

1
Ainsi S,, = In(P,) et donc P, = ¢%. Or lim S, = - et lim ¢” = el/? (par continuité de la
n—-+oo 2 $_#%
fonction exponentielle). Donc, par composition des limites, hrf P, = el/?,
n—-+0o0

Fonctions réelles d’une variable réelle

Exercice 15
1. f est définie si 1 + 2% > 0 ce qui est toujours vrai. Donc 9r =R et f est continue et dérivable

sur 9.
lim f(z)= lim f(z)= +oo. Pas d’asymptote horizontale ou verticale.
T—>+00 T——00
2z
Enfin, f/(z) = ——.
2. g est définie si 2 —1 # 0 < z # £1. Donc %, = R\ {1} et g est continue et dérivable sur Z,.
I — i — fo0, i — i — 0, i —0.
Jim _g(z) = lim g(z) =+oo, lim g(z)= lim g(z)=—co, lm g(z)

. 12 ., OO . .
En +00, on a une forme indéterminée — donc on factorise par le terme dominant :
00
e2m €2x 1

=X ———— — 400
2 -1 22 1—1/22 :v—>+oo+ ’

par croissances comparées. Deux asymptotes verticales d’équation x = —1 et x = 1. Une
asymptote horizontale en —oo d’équation y = 0.
2e% x (22 — 1) — €2® x 2z

(@ =12

Enfin, ¢'(z) =

15
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3. h est définie si x # 0. Donc 2, = R* et h est continue et dérivable sur Zj,.
lim h(x) = lim h(z) =0, lim h(x) = lim h(z) = 4+o0. Une asymptote verticale d’équation
T—>—00 xz—0~ T—+00 z—07t
x = 0. Une asymptote horizontale en —oo d’équation y = 0.

1 1
Enfin, h/(z) = (1 - 2) exp <x + )
x T

4. i est définie si 22 +1 > 0 ce qui est toujours vrai (on a méme 2 +1 > 0). Donc Z; = R et i est
continue et dérivable sur ;.
lim i(x) = 400. En —o0, on a une forme indéterminée co—oo donc on multiplie par ’expression

T—r—+00
conjuguée :

Va4 1—a 1 0
Va2 tl—z Va2 1 —g e

Pas d’asymptote verticale. Une asymptote horizontale en —oo d’équation y = 0.

2+1+z=(Vr2+1+2z)x

2
Enfin, i/'(z) = = 4
2va? +1
2—z

5. j est définie si 5 > 0 et z+3 # 0. En faisant un tableau de signe, on obtient que 2; =] —3, 2|

x
et j est continue et dérivable sur Z;.

lim j(z) = —ocoet lim j(x) =+4o00. Deux asymptotes verticales d’équation x = —3 et x = 2.
T2~ z——31
Pas d’asymptote horizontale.

(—1) x (z+3)—(2—2)x1

, +3)2 -5 z+3 -5

Enfin, j/(z) = G = = :

nfin, j'() 2z @132 2-2 (2+3)(2—2)
r+3

6. k est définie si 22 + 2+ 1 > 0et si 22+ 2+ 1 # 0 ce qui est toujours vrai. Donc Z), = R et k
est continue et dérivable sur .
lir+n k(x) = 0. En —oo, on a une forme indéterminée oo — oo donc on factorise par le terme
T—>+00
dominant :
! = ! — 0
VaZ+z+1  /22(1+1/z + 1/22) z=-00

Pas d’asymptote verticale. Une asymptote horizontale en +00 d’équation y = 0.

—2x—1
2(z2 +x +1)3/2

1
Enfin, comme k(z) = (22 + 2+ 1)71/% K(z) = =5 2z + 1)(@® + 2+ 1) 72 =

7. lest définiesix > 0etsi3—+/z>0=9>2x Donc 7 =1[0,9 et | est continue sur [0, 9],
dérivable sur ]0,9] (d’apres les propriétés des fonctions logarithme et racine carrée).

[(0) = In(3) (pas de limite ici car [ est continue en 0) et lim I(z) = —oco. Une asymptote
r—9~
verticale d’équation z = 9. Pas d’asymptote horizontale.
1
PNz -1 1
Enfin, I'(z) = = = .
ufin, 1) = 5 = 6vi—9s 97 —6y

In(z)

8. m(z) = z'/* = exp <> est définie si z > 0 et © # 0. Donc Z,,, =0, +00[ et m est continue
x

et dérivable sur Z,,.
In(z)

lim = —oo donc lim m(x) = 0 par composition par exp.
z—0t T z—07t

. In(z) . , . ..

lim = 0 par croissances comparées donc lim m(z) = 1 par composition par exp.
r——+00 x€X xr——+00
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Pas d’asymptote verticale. Une asymptote horizontale en +o0o d’équation y = 1.
1-1 1
Enfin, m/(z) = (;l(x)) exp <D($)>
T x

9. n(z) = (3 — )@ = @ B-2) ogt définie si 2 > 0 et 3 — 2 > 0. Donc Z, =|0,3[ et n est
continue et dérivable sur Z,.

lim In(z)In(3 —x) = —oo donc lim n(x) = 0 par composition par exp.
z—0t xz—0t
lim In(z)In(3 —z) = —oco donc lim n(x) = 0 par composition par exp.
T3~ T3~

Pas d’asymptote verticale ou horizontale.

Enfin, n,(l‘) = <1H(3 _ 33') _ ;H(.Z‘)) eln(z) In(3—z)
x -

Exercice 16
1. f(x) est définie si 1 +el/r £ (toujours vraie) et x # 0. Donc f est définie, continue et dérivable
sur R*.

2. On distingue limite a gauche et a droite :

e En0 : lim z=0et lim 1+e"? =1 donc par quotient lim f(z) = 0.

rz—0~ z—0~ z—0~

e En 0" : lim z=0et lim 1+ e"/® = 400 donc par quotient lim f(z) = 0.

z—0t z—0t z—0+
Comme lim f(z) = lim f(z) =0, lim f(x) = 0. Donc f est prolongeable par continuité en 0
z—0— z—01 z—0

en posant f(0) = 0. Ainsi prolongée,

X .
flay={ Trar ST
0 six =0,
est définie et continue en 0 (et donc sur R).
3. Pour tout x # 0,
f@)-F0) e 11
xz—0 14+el/e " 14 el/z’
On distingue limite & gauche et a droite :
f(z) = f(0)

e En0~: lim 1+¢eY* =1 donc lim
z—0~ z—0~ x—0

0et f5(0) =1.

= 1. Ainsi, f est dérivable a gauche en

e En0t: lim 1+¢'" = 400 donc lim w = 0. Ainsi, f est dérivable & droite en

z—0t z—0+ T —

0 et f1(0) = 0.

Comme f;(0) # f;(0), f n'est pas dérivable en 0.

Exercice 17
1. f(z) est définie si © > 0 et In(x) > 0 < = > 1 (en composant par exp qui est croissante).

Donc f est définie et de classe €2 sur |1, +oo[. On a alors :

N V2 | wo v Ixn(z)+zx1/z  In(z)+1
UG o Sy ML Ay o oy R o s 1

Pour tout = > 1, f”(z) < 0. Donc f est concave sur |1, +o00].

17
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2. Comme f est concave sur |1, 4o00[, € est toujours au dessus de ses cordes :

1
En prenant A\ = —, on obtient :

ln(ln(%x + (1 - %Z/)) > %ln(ln(x)) +(1— %) In(In(y)).

Apres simplification et en utilisant les propriétés du In pour le membre de droite, on a :

In(ln(~ ;r YY) > In(y/In(2) In(y)).

x
En composant par exp qui est croissante, on obtient finalement : In < ;Ly> > /In(z) In(y).

Ainsi, pour tout z,y €]1,4o00], In (T) > /In(z) In(y).

Exercice 18
1. (a) g est définie, continue et dérivable sur R. Pour tout réel z,

g (@)= (1) xe" + (1 —z)e” = —ze”.

On obtient le tableau de variation suivant :

x —00 0 +o00
9'(z) + 0 -
2
1 —00

(b) Pour tout = €] — 00,0], g(z) > 1. Donc I’équation g(x) = 0 n’admet pas de solution sur

| — 00, 0].
Sur [0,4o00], g est continue et strictement décroissante & valeurs dans | — 0o, 2]. D’apres
le théoreme de la bijection, g réalise une bijection de [0,+o00] dans | — 00,2]. Comme

0 €] — 00, 2], 0 admet un unique antécédent par g noté a. Donc 1’équation g(z) = 0 admet
une unique solution sur [0, +o0.

On a ainsi montré que ’équation g(x) = 0 admet une unique solution sur R.

(c) g(1) =1>0et g(2) = —e2+1 < 0. Donc g(1) > g(a) > g(2) et, comme g est décroissante
sur [0, 4o00[, on en déduit que 1 < a < 2.

2. (a) f(x) est définie si e®+1 # 0. Or, pour tout réel z, e*+1 > 1> 0. Donc f est définie sur R.
f est continue et dérivable sur R car c’est le quotient de fonctions continues et dérivables
sur R dont le dénominateur ne s’annule pas.

) Ix(e"+1)—xxe” g(x)
Pour tout réel z, f'(z) = @ 11) = L1
(b) On déduit du tableau de variation de g et de la question 1.(b) le tableau de signe suivant :
x —00 o 400
g(x) + 0 -

18
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On en déduit le tableau de variation de f :

€T —o0 [0 400
f'() + 0 -
fla)
— 00 0

-«
o o o l—a 1
f(Oé) ea+1— 1 O “a =a X — = —
1 -« -«
3. (a) L’équation de la tangente 7" & € en 0 est :
' 9(0) 1

(b) On pose h(z) = f(x) — %x Alors :

x 1 2z —z(e”+1) x—ze®  x(l—e")

Mo) =G 9% 20e* +1) 20" +1) 2(e*+1)
On obtient alors le tableau de signe :
x —0o0 0 +0oo
x - 0 +
1—¢" + 0 —
2(e” +1) +
h(x) — 0 —

Ainsi, € est toujours en dessous de 7' et elles se coupent uniquement en 0.

4. On obtient alors le tracé suivant :

19
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Exercice 19
1. (a) f est définie sur 1+ e* # 0 ce qui est toujours vraie. Donc f est définie sur R.

(b) Pour tout z € R,

1+ (I+z)—z(l+e®”) 1—uzxe®
flx) = ——z= " = —.
1+e 1+e 1+e
. , . ) 1—xe®
Par croissances comparées, lim f(z)= lim =
T——00 z——oc0 1+ €%
On en déduit que ¢y admet une asymptote horizontale d’équation y = 1 en —oo.
.
D’autre part, lim f(z)= lim £ T
T—+00 z—+oo 7T 4+ 1
(c) On a:
1
1—ze®  Tor
f(x) _ ze®  ger ., 1
x T+ xe* et 41 z—=+o00
Donc a = —1. De plus :
1+x 1+zx r 1/z+1
S A W T s

par croissances comparées. Donc 4y admet une asymptote oblique en +o0o d’équation
Yy = —x.

2. (a) f est continue et dérivable sur R par opération sur des fonctions continues et dérivables sur
R. On a alors :

l—ze”—(14e%)?  —we® —2e" — e

Ix(1+4+e")—(14z)xe” ]

f(x) = (1+4e%)? T (1+e%)? N (1+e%)?

(b) On déduit des questions précédentes le tableau de variation de f :

T 0 +00
f'(z) -
1
f@ |2 TT—
—00
Comme f est continue et strictement décroissante de Ry dans | — 0o,1/2], f réalise une

bijection de R} dans | — oo, 1/2] par le théoréme de la bijection.
0 €] — 00,1/2] donc il existe un unique antécédent z¢ de 0 par f dans Ry. Autrement dit,

. . + . .
I’équation =1z < f(xz) = 0 admet une unique solution zp sur R.

1+er
(c) f(0) = %, f(xg) = 0 (par définition de zg) et f(1) = 1_?_6 —-1= 14__2. Donc f(0) >
flxo) > f(1).

Comme f est strictement décroissante sur R4, on a donc 0 < xg < 1.
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Exercice 20

1. (a) g est définie, continue et dérivable sur R comme somme de fonctions définies, continues et

dérivables sur R.

Pour tout réel z, ¢’(x) = e* +2 > 0. De plus, lim g(z) = —ocet lim g(z) =4o0. On
T—r—00 r——+00

en déduit le tableau de variation de g :

T —00 0 +0o0

—o0

(b) g(0) =0 et d’apres le tableau de variation de g, on en déduit le tableau de signe suivant :

2. (a)
(b)

(d)

()

T —00 0 +o00

g(x) — 0 +

f(z) est définie si € + 2z — 1 > 0, c’est-a-dire si g(z) > 0. D’apres la question 1.(b), f est
donc définie sur |0, 4o00].

lim (e +2x—1)=+4o0c0et lim In(X)= +oo. Par composition, lim f(z)= 4o0.
Tr—+00 X—+oo Tr—+00

lim (e” +2x — 1) = 0" (avec la question 1.(c)) et lim In(X) = —oo. Par composition,
a—0+ X0+

lim f(z)= —o0.

z—07t

On en déduit que ¢ admet une asymptote verticale d’équation x = 0.

f est continue et dérivable sur ]0, +00[ comme composée de fonctions continues et dérivables.

T4 2 T 42
Pour tout z €]0, +oo[, f'(z) = = j_ 2—; — = eg(—;) . Pour tout = €]0, +o00[, € +2 > 0 et

g(x) > 0 (toujours d’apres la question 1.(c)). On en déduit le tableau de variation suivant :

x 0 400
f(x) +
+00
/(@) /

f est continue et strictement croissante de ]0,+oo[ dans R. D’apres le théoreme de la
bijection, f réalise une bijection de |0, +oo[ dans R.
Comme 0 € R, il existe un unique a €0, +0o0[ tel que f(a) = 0 (c’est I'unique antécédent
de 0 par f).
Ainsi, I’équation f(z) = 0 admet bien une unique solution « €]0, 4+00].

1

1 1 1
f(Z) = In(e'/* 4 2 x i 1) = In(e!/* — 5) Comme e'/* ~ 1.28, e!/* — 5 = 0.78. En

1 1 1
particulier, ¢4 —  €]0,1[, done f(3) =In(e!/* = ) < 0.
1

1 1
f(2) In(e'/* + 2 x 5 1) =In(e'/?) 5 > 0.
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1 1
Ainsi, f(Z) < fla) < f<§) Comme f est strictement croissante sur |0, 00|, on en déduit

[a—

1
—<a< .
que4 o 5

Pour tout = €]0, +o0], on a :

fx)  In(e®+2x—1) In(e®(1+2we™ —e7")) In(e”) +In(l+2ze ™ —e™%)
r x B x B x
o+ In(l42ze™ —e7") 14 In(l+2ze™* — e %)
T x '

lim (14 2zxe™® —e *) =1 par croissance comparée, et lim In(X) = 0. Par composition,
r—+00 X—1

lim In(l+2ze™® —e ) =0.

T—r—+00

x
Par quotient des limites, on en déduit que lim M =1 et donc a = 1.
r—+oco X

En reprenant le calcul précédent, on a pour tout x €]0, +00] :
flz)—z=In(e"4+2x—1)—z=x+In(1+2ze*—e ) —z=In(l+2ze " —e %)

On a démontré a la question précédente que liril In(1 + 2ze ™ — e *) = 0. Donc
T—>+00
Jim (f(z) —2) =0.
Comme lirJJrrl (f(z) —x) = 0, €5 admet une asymptote oblique A d’équation y = = au
T—>+00

voisinage de 400.

On étudie le signe de f(z) —z :

flz)—2>0 < In(1+4+2ze " —€e %) >0
< exp(In(l+42ze™ —e ")) > exp(0)
& 14226 —e*2>1
& e 2x-1)>0
&S 2r—12>0
1
& x> >

en utilisant que la fonction exponentielle est croissante a la deuxieéme équivalence et que,
pour tout x, e=* > 0 a la cinquiéme.

1 1
Ainsi, €5 est au dessus de A sur [5, +00[ et en dessous de A sur |0, 5] (€5 et A se coupent

en 5)

4. Voici le tracé de €y et de A :
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Exercice 21
1. f(z) est définie si z > 0 et si 2% # 0. Donc Dy =0, +o0.

f est continue et dérivable sur Dy comme somme et quotient de fonctions continues et dérivables
dont le dénominateur ne s’annule pas.

2. (a) P(1)=3—1—2=0 donc 1 est racine de P et P se factorise par (x —1). Soient a,b,c € R.
Alors :

(z —1)(ax® + bz + ¢) = az® + ba® + cx — ax® —bx — c = az® + (b — a)z® + (c — b)x — c.

Alors P(x) = (x — 1)(ax® 4+ bz + ¢) si et seulement si, par identification,

a = 3
b—a = 0 =3
& b = 3
c—b = -1 c — 9
—c = =2 N

Donc P(z) = (z — 1)(32% + 3z + 2).
On cherche ensuite & factoriser 322 + 3z + 2. Comme son discriminant est A = 9 — 24 =
—16 < 0, 322 4 3z + 2 ne se factorise pas.
Ainsi, la forme factorisée de P est P(z) = (z — 1)(322% + 3z + 2).
(b) On a alors:

T —00 1 +00
z—1 — 0 +
322+ 32+ 2 +
P(x) — 0 +

(c) g est définie, continue et dérivable sur |0, 4+o00[ et, pour tout = €]0, +o0],

2 S—xz-2 P
g(x)=32"-1-== S = (az)
x xT xT

On dresse le tableau de variation de g :
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z 0 1 400
g9'(z) - 0 +
3

(d) D’apres le tableau de variation de g, g admet un minimum global sur R’ atteint en 1 et
égal a ¢g(1) = 3. Donc, pour tout = > 0, g(z) > g(1) =3 > 0.

3. (a) Pour tout z €]0, +o0],

1
2
(1+;)><m —(z—1+1In(z)) x 2z 2?2 + 2 — 22 + 22 — 2z In(x)

/ = 1 — 1
f(@) + 4 + x4
—z+3-2In(z) 23-2+3-2In(x) g(2)
x x x
(b) On en déduit les variations de f :
T 0 +00
f'(@) +
+00
—00
Pour les limites aux bornes de Dy :
e En 07 : par opérations sur les limites, lim f(z) = —occ.
z—07t
1 1  In(x)

e Entoo: f(z)=z+1+~-— 5+ — 400 par croissances comparées.
T x

2 z—+oo
(c) f est continue et strictement croissante sur |0, +oo[ & valeurs dans R. D’apres le théoreme
de la bijection, f réalise une bijection de ]0, +oo[ sur R.

1
Donc 0 admet un unique antécédent o €]0, +oo[ par f. Calculons f(i) et f(1):

1 1
&) = 4142 20249 4 4ln?2)=—-—4In(2) <0,
2 2 Ly 2 2
2
1—-14+1In(1

1
Comme f est croissante sur |0, +oo[, on a donc 3 <a<l.

4. (a) On a:

— 0 (par croissances comparées).
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(b) h est définie, continue et dérivable sur ]0, +-o0o[. Pour tout = > 0,

1 1
W(z)=1+-=2"2
x T
On dresse le tableau de variation de h :
x 0 +o00
B (x) +

(¢) h(1) = 0 donc, d’apres les variations de h, h(z) < 0 pour tout = €]0,1] et h(z) > 0 pour
tout = € [1, 400l

(d) Pour tout z > 0,
r—14+In(z) h(z)

flx)—(z+1) = 22 -2

Donc, d’apres la question précédente, f(z)—(x+1) < 0 pour tout x €]0, 1] (c’est-a-dire que
Cy est en dessous de A sur |0,1]) et f(z) — (x + 1) > 0 pour tout = € [1, +00] (c’est-a-dire
que Cy est au dessus de A sur [1, +o0of).

5. Voici l'allure de Cy et de A :

T T
-5 0 5

-5

Exercice 22
1. (a) f est définie, continue et dérivable sur [0, +oo[ car c’est le quotient de z — z et de  —
(x +1)? qui sont deux fonctions définies, continues et dérivables dont le dénominateur ne
s’annule pas. Pour tout z € [0, +o0],

f,($):1x(m+1)2—xx2(x+1) (x+1)((x+1)—-22) (z+1)(1—-2x) 11—z

(x4+1)4 (x+1)4 (x4+1)4 (14 z)3
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(b) Pour tout x € [0, +00],

x - T - 1 0
27 2 = 1 o
(x+1)2 2242241 g4y L Ao
T

fz) =

En particulier, Cy admet donc une asymptote horizontale d’équation y = 0 en +oo.

(¢) On en déduit le tableau de variation de f sur [0, +oo] :

z 0 1 +00
f(z) + 0 -
1
0 0
1
2. () w = fluo) = £(1) = |
1 1
1 n A 1 16 4
up=flu) = f() =T — == x5 =5
L P A
4 4
(b) Soit n € N*. Alors :
1 1 ,
1 n n 1 n n
f(=) = 1n :nfl =X 2 2"
n 9 s n  (n+1) (n+1)
(=+1)2 | )
n n
On a donc ) ) ) )
n _
) — = — = <0.
f(n) n+l (n+1)2 n+l (n+1)2_0
1 1
D tout N* —) < .
onc, pour tout n € ’f(n)*n—i—l
1
(c) Notons P(n) la propriété 70 < u,, < . Montrons que P(n) est vraie pour tout n € N*.

1 1 1
Initialisation : u; = 1 (question 2.(a)) et 0 < 1517 1 donc P(1) est vraie.

Hérédité : Soit un entier n > 1. Supposons que P(n) est vraie. Montrons que P(n + 1) est
aussi vérifiée.

1

Par hypothése de récurrence, on a 0 < u, < —. Comme f est strictement croissante sur
n

[0,1] (question 1.(c)), on a en composant par f : f(0) < f(u,) < f(=). Or f(0) = 0,

1

n
fup) = upt1 et f(=) < 7141—1 (question 2.(b)). Donc 0 < upy1 < n—li—l Donc P(n + 1)
est vraie.

1
n
Conclusion : Par le principe de récurrence, pour tout n € N*, 0 < u, < —.

n

1 1
(d) D’apres la question précédente, 0 < u,, < —. Comme hIil — =0, on a, par le théoreme
n n—+oo N,
d’encadrement, lim wu, = 0.
n—-+00

1 1

— —. Remarquons que v,, est bien définie car, d’apres
Un+1 Un

la question 2.(c), Vn € N*, u,, > 0 et que ugp =1 > 0.

3. (a) Pour tout n € N, on pose v,, =
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De plus, pour tout n € N, on a :

1 1 1 1 1 1 (up+1)2-1
(Y — _— — — = _— = — = —
" Un+1 Un f(un) Un, _Un U Un,
(un + 1)
_ u? +2u, +1 -1 :u%+2un:un(un+2) w42,
UTL un un

(b) Pour tout entier n > 2,

n—1 n—1
Z Z 1 1 1 1 1 1
=1 Uk+1 Uk U2 Ul uz U

()
+ | — —
Un Un—1

(c) D’apres la question précédente, pour tout entier n > 2, on a :
n—1 1 1 n—1
ka = — — 4, donc — :ka+4.
Up Up,
k=1 k=1
Or, d’apres la question 3.(a), v, = u, + 2. Donc :

n—1
ka Zuk—i—Z Zuk—i—ZQ—Zuk—i—Q n—1)—1+1 Zuk+2n—1
k=1 k=1

On a donc démontré que, pour tout n > 2,

1 n—1 n—1
" Zuk—l— (n—1)+ Zu;ﬁ- (n+1)
k=1 k=1
1
(d) Soit n > 2. D’apres la question 3.(c), pour tout £ > 1, 0 < uy, < T En sommant ces
n—1 n—ll
inégalités pour k allant de 1 a n — 1, on obtient 0 < Zuk < Z T En ajoutant 2(n + 1)
k=1 k=1
et en utilisant la question précédente, on obtient :
n—1 1 nfll
2(n+1)SZulg+2(n+1)=f§2(n+l)+ —.
k=1 tn k=1 K

4. (a) On pose g(z) =1In(1+x) — . g est définie, continue et dérivable sur | — 1, +-o00[. Pour tout
x €] —1,400[,on a:
1 1-(1+2z) —x

/
p— —1: —_— .
g(m) 1+x 1+x 1+=x

On en déduit le tableau de variation suivant :

x -1 0 +00
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D’apres le tableau de variation de g, g admet un maximum global en 0 qui vaut g(0) = 0.
Donc :
Vo €] —1,+00[, g(x) <0 & Vr €] —1,400], In(1+2) <z

1
(b) Soit k > 2. En posant = = —z €] — 1, +o0], on obtient, avec la question précédente :

1 1 k—1 1 1
)<= AT I it —1)— <.
In(1 k‘) <-© In( ’ ) < g In(k — 1) —In(k) < ’

(¢) Soit n > 3. En sommant les inégalités précédentes pour k allant de 2 & n — 1, on obtient :

n—1 1 n—1
Y > Y- 1)~ (k)
k=2 k=2
= (In(1) —In(2)) + (In(2) —In(3)) +... + (In(n — 2) —In(n — 1))
= —In(n—1).
n—1 1
Donc en multipliant par —1, on obtient Z T <In(n—1). En ajoutant 1, on a finalement :
k=2
n—1 1
Z <1+In(n—1).
k=1

S —
n Ny n n n
Or:
2 1 2
D) 9,2
n n n—-+oo
) 1
e lim —=0
n—+oo n
In(n(1— ) In(n) +In(1 ~ ) In(1 - )
1 -1 n\n - — n - — 1 n - —
o n(n —1) _ n’’ _ n. o _ n(n) + n_ — 0 (par crois-
n n n n n n——+00
sance comparée).
1
Donc, par le théoreme d’encadrement, lim —— = 2 et, par passage a l'inverse, lim nu, = =

n—+00 NUp, n—-+oo
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