ECE2

Lycée Clemenceau - Reims

Correction - TD 11
T Variables aléatoires a densité

Correction de ’exercice 10 (EDHEC 1996)

1. (a)

(b)

()

est définie, continue et dérivable sur R (car 1 4 e* > 0) et pour tout réel z, on a :
t défini ti t dérivabl R 14+e*>0)et tout réel

1

ff(x)=—e"In(l+e")+e® e

ef =—e "ln(l+e€)+

1+er’
Pour tout réel x,

er 1

_1+el“:1+ex

1— f'(z) —fl(@)=e"In(1+¢€") = f(x).

On déduit de la question précédente que F' (z) = z — f (x) —In (1 + €”) est une primitive
de f sur R. On a donc

/Mf(x)dac:M—f(M)—ln(l—i—eM)—i—2ln(2)
0

avec f(M)—0et M —In(1+e¥)=-In(14+e ™) — 0 donc

M
/0 f(x)d:cM:;ooﬂn(Q)

+o00o
Donc / f(z) dz est convergente et vaut 21n (2).
0

1
Prenons a = m > 0. On a alors que :
e g continue sur R sauf peut-étre en 0.

e g est positive sur R. En effet, c’est le cas sur R* (elle est nulle) et pour tout x € Ry :
14+e*>1=mIn(14+€e")>0= f(x) >0= af(zx) > 0= g(z) >0,

par croissance du logarithme.

e Enfin,
d = d d = d B
/ g(x)dx / 0 a:—i—/o af(x)dr =« flz)dz =1

—0o0 —0o0 0
Ainsi, g peut étre considérée comme une densité de probabilité.

On cherche a appliquer le théoréeme de transfert. On a :

+oo 0 +oo +oo
/ eg(x)dr = / Odx + / aln(l+e*)dr = a/ In(1+ €*)dz.
—o0o 0 0

—0o0

Or :

In(1+e€*)=In(e*(1+e ) =z+In(l+e ") o

+oo
Or / xdz diverge (car par exemple c’est une Riemann de parametre —1 < 1).
0

+oo

Par comparaisons d’intégrales de fonctions positives, / e®g(z)dz diverge et Y n’admet
—0o0

pas d’espérance.
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Correction de ’exercice 12 (EML)

1 +oo
1. La fonction x — est continue sur R* donc / ——dx n’est impropre qu’en +oo.
/T 9 T\
Si M > 2,
Mo M M
/ — dr = / 232y = [—2;1;*1/2} = oMV 402 o
2 T\ 2 2 M—+oo

Donc l'intégrale est convergente et vaut v/2.

2. f est positive ou nulle. Elle est continue sauf peut-étre en 0. Enfin, en utilisant la question
précédente :

+o0 2 +o0 1 1 +o0 1 1 \/»
z)dx = de+/ dz::O+/ ——dr = — xV2=1.
/—oo @) /_oo 0 xV2zx V2 /)  x/x V2

“+o0o
Donc / f(x)dx converge et vaut 1. Finalement, f est bien une densité de probabilité.

—00

x
3. (a) La fonction de répartition de X est donnée par : F (z) = / f (t) dt. Elle vaut donc :
—0o0

x

osixSQ:F(a?):/ 0dt = 0.

—00
2 T T
1 2 V2 2
esiz>2:F(z) = Odt+/ dt:[t_1/2] =1--==1—4/=
= [ v [ = [, e
+o0o
(b) X admet une espérance si / xf (z) dr converge absolument.
—0o0
x 1 1

Orpour z >2:zf(x) = ———= dont l'intégrale (de Riemann) diverge en +o0.

w2z V2T

Donc X n’a pas d’espérance.
4. (a) G est définie par G(x) =P (U <z)=1-P (U > )
Et comme 17, T5 et T3 sont indépendantes,
PU>z)=P(T),>x)-P(Ty>z) - P(T3 >z) = (1 - F(z))

et finalement : G (z) =1— (1 — F (2))>.
A Paide de la question 2.(a), on obtient finalement :

0 six < 2,
G(z) = 2\*? |
1—|— six > 2.
T

(b) On remarque que la fonction de répartition G de U est :

e continue sur R : en effet, elle est continue sur | —oo; 2[ (fonction nulle), sur |2; +-o0[ (par
opération sur les fonctions continues) et en 2 (car lim G(z) = lim+ G(x) =G(2)=0).
T2~ T—2

e de classe C! sauf peut-étre en 2 : en effet, G est de classe C! sur | — oo;2[ (fonction
nulle) et sur ]2; 4+oo[ (par opération sur les fonctions de classe C1).

Donc U est une variable aléatoire a densité. ,
1/2
3 -2 2 3v2
Comme G'(z) =0siz <2et G'(z) = —5 x — x | = V2
2z x 2z
en donnant une valeur arbitraire positive en 2, que U a pour densité :

si x > 2, on a finalement,

0 six <2

9(x) = ﬂ six>2

r2\/x
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+oo
(¢) On étudie la convergence absolue de / xg (x) dx impropre en +00 :
e En —oo, elle converge (intégrale de la fonction nulle).
e En +oo,
M M M
3V2
/2 zg(z)de = /2 x2f —3\// xg/zda;—sf[ 1/2}
1
= V2 V2 o 6

+oo
Donc / xg (z) dx converge absolument et U admet une espérance E (U) = 6.

—00

5. (a) La fonction de répartition H de V est définie par H (z) = P (V < x).
Et comme T, T5 et T5 sont indépendantes,

H@z) =PI <z)P(Ty<az)P(T3<z)=F(x).
A Taide de la question 2.(a), on obtient finalement :

0 six < 2,

Hz) = <1—\/§>3 siz>2.

(b) On remarque que la fonction de répartition H de V est :

e continue sur R : en effet, elle est continue sur | — oo; 2[ (fonction nulle), sur |2; +oo[ (par
opération sur les fonctions continues) et en 2 (car lim H(z) = lim+ H(x)=H(2)=0).
T—27 T2

e de classe C! sauf peut-étre en 2 : en effet, H est de classe C'! sur | — oo;2[ (fonction
nulle) et sur |2; +-oo[ (par opération sur les fonctions de classe C1).

Donc V est une variable aléatoire & densité.

2
Comme H'(z) =0siz <2et H(x) =3 (1—\[

1
Vr | xv2z

donnant une valeur arbitraire positive en 2, que V' a pour densité :

si > 2, on a finalement, en

0 six <2
h pum—
@=93(1-Y2) L gus2
Ve oz2z
+oo
(c¢) On étudie la convergence absolue de / zh (x) dz impropre en 00 :
—0oQ

e En —oo, elle converge (fonction nulle).
e En +o0,

[ [Man (1) a3 (10 2)

V2h\ 1 1
Et comme | 1 — T pvERe =Y dont 'intégrale diverge en +o00, par compara-
€T r—+00 I

ison d’intégrales & termes positifs, 'intégrale de xh (z) diverge également et V n’a pas
d’espérance.




