ECG2 - Mathématiques appliquées Lycée Clemenceau - Reims

Correction du TD 4
‘7 Compléments sur les séries réelles

Correction de I’exercice 2 - ECRICOME 2004
1. Ona:
A€ Sp(B) & B — M non inversible < det(B — A\3) =0
& “A3-N4+2=02X-3\+2=0=)r=1ou2.

Donc Sp(B) = {1,2}.

Apres calcul, on obtient E;(B) = Vect <<_11>> et Ea(B) = Vect <<_12

bases de F1(B) et Ea(B) car génératrice et libre (un vecteur non nul dans chaque cas). Par

concaténation des bases de E1(B) et E2(B), la famille << L > , <_12>> est libre. Comme son

)) On a bien deux

-1
cardinal est égal & la dimension de .45 1(R), c’est une base de cet espace vectoriel. Donc B est
diagonalisable et B = PDP~! avec :

1 1 10
(L) wo-(19)

2. Notons P(n) la propriété ” B® = PD"P~1.
Initialisation : B® = I et PD°P~! = PI,P~! = PP~ = 5 donc P(0) est vraie.
Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. Montrons que P(n + 1) est vraie.

B"tl = B"B - pp"pP-'ppp~'=pp"DP ! = pprtip
P(n —
:IQ

Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : Par le principe de récurrence, pour tout entier naturel n, B* = PD"P~!.

Comme D est diagonale D" = < é 20n > Donc :

B — 1 1 1 0 2 1 B 2 —on 1—2n
L -1 =2 0 27 -1 =1 )\ ontl_9o ontl_ 1

3. Par définition de I’addition des matrices, le coefficient 1,1 de E,,(t) est la somme des coefficients

tk tk
1,1 de HB’“, qui est E@ — 2%) donc pour tout n € N,
n oLk n ok _ okik n ok k
&t b= 2tF —2kgh I ogk _ (2f)
w0 =2 @)= Ty =) T
k=0 k=0 k=0

De méme, Vn € N, on a :

bu(t) =

D

k=0

nog kE_ ok
lt) = Y —g = L2

k=0

2
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4. Rappelons que, pour tout réel z, la série ) — converge et sa somme est e”, c’est-a-dire, la
n>0 n.
n gk
suite des sommes partielles Sy, (z) = > 7 converge vers e”. On a donc :
k=0 "v-

n

k _ k k n k n Lk n k
an(t)zzwz ZL—ZQZQZL_ (275) o et g2t

k! ! ! ! ! n—+too
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
De méme, on a :
n k k n k n k
th — (2t t 2t
R D D DT Di
k=0 ' =0 k=0 e
n n n
2(2t)k — 2tk (2t)k tk o o
ity = I oS OGS e
k=0 k=0 k=0
n n n
2(2t)F — t# (2t)F tk o 4
k=0 k=0 k=0
5. (a) On a:
2et _ o2t ot _ 2t 2t ol _e2t 2
B (t) < 2¢2t — 2¢t  2e2t — ¢t —¢t et + 2e2t 22t

2 1 -1 -1
— ot 2t
=5 A ) ()

doncE1:<_22 _11>etE2:<_21 _21 >

(b) On remarque que Ef = Fy, E22 = FEy, F1Ey =0, EsEq = 0. Donc, pour tous t,t’ € R,

EM)E(—t) = ("B + e*Ey)(e" By + €' Ey)
— €t+t/E% 4 €t+2t/E1E2 4 €2t+tlE2E1 4 e2t+2t/ E22
_ €t+t/E1+62(t+tl)E2
= E({t+1t).

(c) En utilisant la question précédente, on obtient :
E(t)E(—t) = E(t—t) = E(0) = I>.

La matrice E(t) est donc inversible et son inverse est F(—t).

Remarque. On pourrait également montrer que :

e Pour tout t € Ret n € N, (E(t))"” = E(nt) (a faire par récurrence).

e La formule précédente est encore vraie pour tout n € Z. En effet, elle est vraie si n > 0.

Et pour n <0,
(E@)=(EQH™ = (B(=t)™" = B(-t)(-n) = E(nt).
Q.5.(b) rec. préc.
Correction de ’exercice 17
1
1 1 al 1
1. On remarque que ——— =o | — | car n®In(n) = — 0.
n®In(n) no 1 In(n) n—+oo
nO[
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. 1 . .
La série E — converge car c’est une série de Riemann de parametre o > 1.
n

n>1
Par comparaison de séries a termes positifs, la série Z ———— converge.
n®1In(n)
n>2
a+1
2. Prenons ¢ = 5 de sorte que o < € < 1.
1

1 1 ne In(n) . .
On remarque que — = o[ ——— ] car = — 0 par croissance comparée

ne n®In(n) 1 NE~® n—s4oo

n®In(n)

car ¢ — «a > 0.

. L. . .
La série g — diverge car c’est une série de Riemann de parametre ¢ < 1.
n

n>1
Par comparaison de séries a termes positifs, la série Z —— diverge.

n®In(n)
n>2
. L . 1

3. (a) Soit k > 2. Par décroissance de la fonction ¢ — (D)’ on a
n

1 1 1
k<t<k+1 = > >

kln(k) = tln(t) — (k+1)In(k+1)

On intégrant pour ¢ allant de k& & k + 1 (bornes croissantes), on a :

k+1 1 k+1 1 k+1 1
—dt > —dt > dt
/k kln(k) " = /k tn(t) = /k (k+ 1) In(k + 1)

O/k+1 Lo 1 /k+11dt— ! [t]e+t = !
Y k)Y T k@) J, ~ k(k) kT kn(k)

k+1
De méme / 1 dt = !
"Jo  (k+Dn(k+1)  (k+1)In(k+1)
On obtient finalement :

k+1
: >/ L > L
kln(k) = /i,  tln(t) — (k+1)In(k+1)

Avec la premiere inégalité, on a que pour tout k > 2,

k+1 1 1
dt < .
/k tin(t)  ~ kln(k)

Avec la deuxieme inégalité, on a en décalant 'indice que pour tout k > 3,

k
L / L g
kln(k) = Ji_y tin(t)

On a donc bien que pour tout k& > 3,

k+1 1 1 k 1
/ dt < < / dt
g tn(t) T kln(k) — Ji_i tin(?)

(b) Soit n > 3. On somme les inégalités précédentes pour k allant de 3 a n :

n k41 1 n 1 n k 1
dt < < dt.
Z/k tin(t)  — kzzg kEln(k) — kZ:g/k—l tIn(t)

k=3
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Avec la relation de Chasles, on obtient :

/n+1 L gt<s,— </n L
s tln(t)  — 7" 2In(2) — Jy tln(t)

On calcule les intégrales :

/n+l 1 il
, ———dt = [In(In(?))]57" = In(In(n + 1)) — In(In(3))

tIn(t)
et S
/2 () dt = [In(In(t))]5 = In(In(n)) — In(In(2)).
Finalement,
In(In(n + 1)) — In(In(3)) + 213(2) < S, <In(In(n)) — In(In(2)) + 21i(2)
En divisant par In(In(n)) > 0,
In(In(n +1)) In(In(3)) 1 Sh ~ In(In(2)) 1
In(In(n)) In(In(n)) * 2In(2) In(In(n)) = In(In(n)) =1 In(In(n)) * 21n(2) In(In(n))’
Comme
o (1ain In(1+1/n)
In(In(n + 1)) _ In(In(n) +In(1 + 1/n)) _ 1 (1 (n) (1 + In(n) ))
In(In(n)) In(In(n)) In(In(n))
0 In(1+1/n)
= 1+ 1 <1 i In(n) > — 1 (par continuité du In)
In(In(n)) n—-+00 ’
o In(In(n +1))  In(In(3)) 1
In(In(n)) In(In(n)) * 2In(2) In(In(n)) n s teo 1
et
_ In(In(2)) 1
L i) T 2@ () nors -
Sn

=1 donc S, ~ In(In(n)).

Par encadrement, ngrfoo m

1
Comme lim In(In(n)) = 400, lim S, = +oo et la série E diverge vers +o0.
n—-+00 n—-+00 >

nln(n)
4. (a) Montrons que (up)n>2 €t (vp)n>2 sont adjacentes.

e Croissance de (up)n>2 :

Upt1l — Up = (Spy1—In(In(n+2))) — (S, — In(In(n + 1)))
—In(In(n +2)) — S, + In(In(n + 1))

= St T DD
- (n+1) lln(n 1) — (In(In(n 4+ 2)) — In(In(n + 1)))

1 n+2 1
= — —dt >
(n+1)In(n+1) /n+1 tin(t)  — 0

d’apres la premiere inégalité de la question 3.(a) avec k =n + 1.
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e Décroissance de (vp,)n>2 :
Unt1 = Vp = (Sp+1 —In(In(n +1))) — (S, — In(In(n)))
—In(In(n + 1)) — Sy, + In(In(n))

= T G DT D)
- (n+1) lln(n +1) — (In(In(n +1)) — In(In(n)))

1 n+1 1
= — —dt <
(n+1)In(n+1) /n tin(t)  — 0

d’apres la deuxieme inégalité de la question 3.(a) avec k =n + 1.

o lim (v, —uy):

n—-+0o0o
Up—up = (Sp—In(In(n))) — (S, —In(ln(n +1))) = In(In(n + 1)) — In(In(n))
B N In(n +1) I In(n) +1In(1+1/n) I In(1+1/n)
= (M) e () e (M)
Srw A

par continuité de la fonction logarithme en 0.

Les suites (up)n>2 €t (vn)n>2 sont donc adjacentes et elles convergent donc vers une méme
limite 4.

(b) D’apres la question précédente, comme (uy)n>2 croissante et (v,)p>2 décroissante, on en
déduit que pour tout n > 2 : u, <€ < v,.
En soustrayant par v, dans les inégalités u,, < ¢ < v,, on obtient : u, — v, < £ —wv, <O0.
En multipliant par —1 < 0, on obtient : 0 < v,, — £ < vy, — Up,.-
Or, on a vu a la question précédente que v, — u, = In(In(n 4+ 1)) — In(In(n)). Alors, avec
la premiere inégalité de la question 3.(a) :

m 1
— = dt < .
Un = tn /n tin(t)  ~ nln(n)

1

nin(n)’

On a donc bien, pour tout n > 2,0 < v, — ¥ <
(¢) Voici le programme pour obtenir £ & 1075 pres :

1 |n =2

2 [S = 1/(2*np.log(2))

3 |while (1/(n*np.log(n))) > 10%x(-5)
4 n = n+l

5 S =8 + 1/(n*np.log(n))

6 v =8 - np.log(np.log(n))

7 | print (v)

Correction de ’exercice 18

1
1. E T est une série de Riemann de parametre 1/2 < 1 donc elle est divergente. La suite des
n
n>1

sommes partielles (.5, ) diverge donc. Et comme c’est une série a termes positifs, lirf_l Sp = +o0.
n——+0oo

2. (a) Soit k > 1. Par croissance de la fonction racine carrée sur Ry et par décroissance de la
fonction inverse sur RY , on a :

k<t<k+1=>VE<Vi<Vk+1=

A%

Sl=
Y

o

+

==
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On integre pour ¢ allant de k a k + 1 (bornes croissantes) :

k+1 1 k+1 1 k+1 1
/ L / L / d.
ko VEk ooV ! k+1

k+1 k+1 1dt il 1
or [ Jpat= 7 Nl
1

k+1 1
De méme, / dt = .
k vk+1 vk+1

On a donc que pour tout k£ > 1,

=7

1 k+1 1 1
—_— > —dt > .
N3 k NG vk+1

Avec la premiere inégalité, on a que pour tout k > 1,

k+1 1 1

. TSR

Avec la deuxieme inégalité, on a en décalant I'indice que pour tout k > 2,

1</k idt
VE T SVt

Finalement, pour tout & > 2,

k+1 4 1 koo
—dt < — < / —=dt.
/k Vi T VE T e vt

(b) On a:
k+1 4 k41 £1/2 ka1
Il TR +1/2 Nt =9 — 2Vk.
/k \/idt /]c dt = [1/2] [\f]k Vk+ Vk
De méme,
k 1 k
St = [zx/i} — k-2 — 1.
k-1 V1t k-1

Avec la question précédente, on a donc que pour tout k£ > 2 :

Wk + —N%g\}Egz\/E—Q\/k—l.

On somme ces inégalités pour k allant de 2 a n :
n
2> (Vk+1-vk) gz <22 (Vk =k —=1).
k=2 k= ‘[
Par télescopage sur les membres de gauche et de droite, on obtient finalement :
Wn+1-2v2<8,—1<2/n—2.
(c) On a obtenue a la question précédente que :

2Wn+1—-2v/2+41<8, <2y/n—1.
En divisant par 2y/n > 0 :

V1 + i L Sn <1-— L
NG \F \F \F 2/’
vV 1 2 1
Comme nt i — — — 1 par continuité de la racine
\/ﬁ \f \F n 2\/ﬁ n—+00
carrée et 1 — % njoo 1, on a par encadrement ngrfoo ﬁ =1 et donc S, ~ 2¢/n.
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3. (a) Soit n € N*. Alors :

Wy — W1 = (Sp—2vn)—(Sp1—2vVn—1)=85,—-S,1—-2(v/n—vVn—1)
1 2 vn—1—4/n -1

Vi Va1 Jal/a+vn-1)  Jal/a+ Vo 1)

1
Orvn++vn—1=/n (1 +4/1— > ~ 2y/n. Par opération sur les équivalents, on a :
n

—1 —1
V2yn)? " andlz

Wp — Wn—1 ~

K

3 1
On a bien deux constantes oo = 5 et K = ~1 telles que w, — wy_1 ~ —.
n

—1 -1 1
(b) On sait que wy, — wy—1 ~ PPy et la série Z 7 converge car c’est une
n n

~Y
2
n(2+/n
Vn(2y/n) 1
série de Riemann de parametre 3/2 > 1. Par comparaison de séries a termes négatifs,
g (wy, — wp—1) converge.
n>1

n

(c) Par télescopage, wy, — w; = Z(wk — Wg—1)-
k=1

n 400
Avec la question précédente, S, —2y/n = wy + ;(wk — W—1) w1 ;(wk — Wy—_1).

—BeR
Ainsi, S, —2v/n—f = 0 donc S, — 2y/n— 8 = o(1) et finalement S,, = 2./n+ B+ o(1).



