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Correction du TD 6

Etude locale de fonctions

Correction de I’exercice 13 (EDHEC)

1. La fonction ch est définie, continue et dérivable sur R (comme combinaison linéaire de fonctions
définies, continues et dérivables sur R) et
— 67
2

ch'(x) = ¢

Or, par croissance du logarithme :
ch/(z) >0 >ete e >1a2r>00>0.

On obtient le tableau de variation :

x —00 0 —+00
ch’(x) - 0 +
+o0 +00
1

2. On a au voisinage de 0 :

.%'2 1‘2
1+:U—|—2+0(x2)>+(1—x+2+0(m2)> 2
== 1+?+0(1’2).

ch(z) = <

2

3. (a) Démontrons par récurrence sur n que u, existe et u, > 0 (propriété notée P(n)).
Ini. up =1 > 0 donc la propriété est vraie au premier rang.
Héré. Soit n € N. Supposons P(n) vraie et montrons P(n + 1).

n
ch(uy,)
Par hypothese de récurrence, u,, > 0 donc u,4+1 =

existe.

Comme ch(up) > 1> 0, upy1 =

Un

ch(uy,)
Ccl. Par récurrence, pour tout n € N, u,, existe et u, > 0.

> 0.

Il reste & montrer que (uy) est strictement décroissante :

U, _ Un (1 — ch(uy,)) >0

tnd Tt = ch(un) tn ch(uy)

car u, > 0 et ch(uy) > 1 (car u, # 0). Donc (u,) est bien strictement décroissante.

(b) (up) est décroissante et minorée (par 0) donc elle converge vers une limite £ > 0 d’apres le
théoreme des suites monotones. Par passage a la limite dans la relation de récurrence (les
fonctions sont continues) :

0 01— ch(®)
=00 T o

=0</4(1—-ch(f))=0<¢=0.

u Up4+1 — U . £
4. (a) v, = ntl = 2 20 car up > 0 et (up) strictement décroissante.
Un Un
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U
(b) v, = ntl - - 1 0 par continuité de ch et car lim wu, = 0.
Up, ch(uy) n—-+00 nsteo

(c) On a que In(1+4v,) =1In (Un+1> = In(up+1) — In(uy,). Donc par télescopage,

Un
n—1 n—1
> In(L+op) = (In(upsr) — W(ug)) = In(unt1) — (o) = I (tnga).
k=0 k=0
n—1
Comme ngrfm up =0, kz:oln(l + vg) WS T Donc la série de terme général In(1 + vy,)

diverge.
Comme In(1+4wy,) ~ v, (car lim v, = 0), on a par comparaison de série & termes négatifs
n—+oo

que la série de terme général v,, diverge.

5. Ona:
1 1 — ch(uy)
Un = — — = ——————--------
ch(uy) ch(uy)
Comme lim wu, =0, on a avec le DL de ch (question 2) :
n—-+00
2
u
. —771 + o(u?) _&21
" ch(uy) 2

car lim ch(u,)=1.
n—-+00

2
. /. N 7 . . 7’ Ve u L3
Par comparaison de série a termes négatifs, la série de terme général —?” diverge et donc la

série de terme général u2 également.

Correction de I’exercice 14 (ECRICOME 2014)

1. (a) f est continue sur ]0,+o0c[ comme composée et quotient de fonctions usuelles continues
(avec, pour x > 0, 1 +x > 0 et In(1 4+ x) # 0 car la fonction In est strictement croissante).

Au voisinage de 0%, on a :
x

X
f(ﬁ):m“’gzlxgﬁrlzf(o)

Donc f est continue en 0" et donc sur [0, +o0.

(b) Au voisinage de 0T, on a :

2
. - 2 x? 9 x2
fx) = f0) z-W(l+z) " (m g tol >> I TR G T S
r—0  zhh(l+z) zIn(1 + x) Czln(l+2) 22 2 20+ 2
1
Donc f est dérivable (a droite) en 0 et f'(0) = 3
(¢) Pour le développement limité :
2 2
In(l+z)— 1_T_$ = (J:— 2+0(x2)> —z(1—z+2°+o0(2?) = %—i—o(xQ)

Avant de chercher un équivalent de f/(z) au voisinage de 0, calculons f/(z) pour x > 0 (f
étant dérivable sur ]0, 4o00[) :
In(l+2) - 5

(n(1 + 2))2

fi(z) =
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En utilisant le développement limité a 'ordre 2 au voisinage de 0 du numérateur obtenu
plus haut, on obtient :
2 2
T T

/ _ 2 ?_
) = WA+ 2))2 22 250 2

(d) f est de classe € sur |0, +o00[ comme composée et quotient de fonctions usuelles de classe
¢*. De plus, f'(z)
[0, 4+00[.

— 5= f'(0) donc f’ est continue en 0. Donc f est de classe € sur
z—0

2. (a) Siz > 0, alors 1 +z > 1 donc In(1 + =) > 0 et, par quotient, f(x) > 0. D’autre part,
f(0) =1 > 0. Donc, pour tout x € [0, +o0], f(z) > 0.

(b) Démontrons par récurrence sur n que u,, existe et u, > 0 (propriété notée P(n)).

Ini. up = e > 0 donc la propriété est vraie au premier rang.

Héré. Soit n € N. Supposons P(n) vraie et montrons P(n + 1).
Par hypothese de récurrence, u, € [0, +00[ donc u,+1 = f(u,) existe (car f est définie
sur [0,400[) et, d’apres la question précédente, u,11 > 0.
Ccl. Par récurrence, pour tout n € N, u,, existe et u, > 0.

3. (a) Soit x >e—1.
e Onal+xz>edoncIn(l+z)>1 (car la fonction In est croissante).

Comme la fonction inverse est décroissante sur R%} , ——— < 1.
In(1+ x)
En multipliant par  qui est positif, on obtient f(z) < z.
e Toujours avec In(1 + x) > 1, en multipliant par 1 + = qui est positif, on obtient :

(I4+2)In(1+2z)>1+u.

(b) D’apreés la question précédente, pour tout z > e — 1, (1 + 2)In(l + ) > 1 + x donc
(I1+2)In(l+ ) —2 > 0. On en déduit que :

(14+2z)In(l+2z)—=

S = i ma o =

(¢c) Démontrons par récurrence sur n que e — 1 < u,, (propriété notée P(n).
Ini. up = e > e — 1 donc la propriété est vraie au premier rang.
Héré. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie et montrons P(n + 1).
Par hypothese de récurrence, e — 1 < w,. Comme f est croissante sur [e — 1;+00[
(question 3.(b)), f(e — 1) < f(un). Or, fle—1) = e—1 et f(up) = upt1. Donc
e—1 S Up+1-
Ccl. Par récurrence, pour tout n € N, u, > e — 1.
(d) Pour tout n € N, u,, > e—1et Vo > e—1, f(z) < z. Donc f(un) < uy c’est-a-dire
Unt1 < up pour tout n € N. La suite (u,)nen est donc décroissante.

Elle est minorée (par e — 1) donc elle converge vers une limite L > e — 1. En passant a la
limite dans la relation u,+1 = f(uy,) (f est continue sur R;), on a :

———=L&eh(l+L)=11+L=e&sL=c—1.
In(1+ L) n(l+L) Th=e c

Donc la suite (uy)nen converge vers e — 1.




