ECE1 Lycée Clemenceau, Reims

Correction du TP8

Vitesse de convergence d’une suite réelle

Exercice 1 1. Voici la procédure qui permet de calculer u,, n étant un entier donné par 'utilisateur :

n=input ( 'Donner.une.valeur.de.n:.")

u=2

for k=1:n do
u=1/3xu+2

end

disp (u)

2. La suite (up)nen est une suite arithmético-géométrique. On commence par résoudre 1’équation suivante :
IS

1 2
x:§x—l—2 & gac:2 S x=3.

On counsidere alors la suite (u, — 3),en. Montrons que c’est une suite géométrique :

1 1 1
Upt1 — 3 = un—|—2 3:§un—1:§(un—3).
Ainsi, (u, — 3)nen est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme up —3=2—-3=—-1. On a

alors : N N
1 1
n 9= |3 -1 n =9 | 3 .
3 <3) x(=1) & u 3 (3>

1 \"
Comme - €] —1,1[, lim (=) =0etdonc lim wu, =3.
3 3 +

n—-+oo n—-+oo

3. Voici la procédure permettant d’obtenir le plus petit entier n tel que |u,, — 3| < e :

eps=input ( 'Donner_une_valeur._de_epsilon:.")
u=2
k=0
while abs(u—3)>=eps do
k=k+1
u=1/3%u+2
end
disp (k)

Exercice 2 1. Montrons que les suites (up)nen €t (Un)nen+ sont adjacentes :
e (up)nen+ est croissante :

RSS! 11 0
D M-S WS DI RS rre RO reuy £

k=1

o (vp)nen+ est décroissante :

1 1 1 1
Unt1 = U = <“"+1 Tar DT 1)!) - (“" * nn‘> T T T T i D
- 1 1 I nn+1l)+n—(n+1)2 -1
 (n+ 1) * (n+1).(n+1)! nn! n(n+1)(n+1)! ~nn+1)(n+1)!
< 0.
e lim (v, —u,)= lim — =0.
n—-+o00 n—+o0 n.n!
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Donc (un)nen+ €t (Upn)nen+ sont adjacentes. Par le théoréme des suites adjacentes, elles convergent vers
une méme limite ¢ € R.

2. Voici la procédure pour calculer les n-iemes termes des suites (un,)nen+ €t (Vn)nen :

n=input ( 'Donner_une_valeur.de.n:.")
u=2
v=3
for k=2:n do
u=u+1/factorielle (k)
end
v=u+1/(nxfactorielle (n))
disp (v,u)

3. Voici la procédure qui permet de calculer une approximation de £ a € pres :

eps=input ( 'Donner_une_.valeur._de_epsilon:.")
u=2
v=3
n=1
while abs(u—v)>eps do
n=n-+1
u=u+1/factorielle (n)
v=u+1/(nxfactorielle (n))
end
disp (v,u)

4. Voici la procédure qui permet de déterminer le plus petit entier n tel que |u, —v,| < ¢ :

eps=input ( ’Donner_une_valeur._de_epsilon:.")
u=2
v=3
n=1
while abs(u—v)>eps do
n=n-+1
u=u+l/factorielle (n)
v=u+1/(nxfactorielle (n))
end
disp (n)

Exercice 3 1. Voici la procédure permettant de calculer v, :

n=input ( 'Donner_une._valeur.de.n:_")
a=3
b=5
for k=1:n do
x=a
y=Db
a=y
b=4xy—3*x
end
disp (a)

2. La suite (v, )nen est une suite récurrente linéaire d’ordre 2. On commence par résoudre I’équation car-
actéristique associée :

?=4r -3 & 2° —42+3=0 (z—1)(r-3)=0 & r=1ouz=23.

Donc il existe deux réels A et u tels que Vn € N, v,, = A1™ 4+ u3™ = A + u3™.
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Déterminons A et p avec les valeurs de vy et de vy :

vo=3= A+ u3® A+pu=3 A+pu=3 o A=2
111:5:/\+p31 )\+3/J,:5 2/,&22(L2%L2—L1) =

Finalement, Vn € N, v,, =2 + 3".

Comme 3 > 1, lim 3" = +o0 et donc lim wv, = 4oco.
n—-4o0o n—-4o0o

3. La procédure suivante permet de déterminer le plus petit entier n tel que v,, > A :

A=input (’Donner._une.valeur.de_A:.")
a=3
b=5
k=0
while a<A do
k=k+1
x=a
y=Db
a=y
b=4xy—3*x
end
disp (k)

Exercice 4 1. Pour tout £ > 1, on a :

o B VE+1+Vk)  k+1-k 1 1
ViHT=Vh= (R 1= Vi) X e e = e T VRTI VR S oVE

en utilisant 'inégalité vk < vk + 1 (car la fonction racine carrée est croissante) & la derniere inégalité.

2. On somme les inégalités précédentes pour k allant de 1 a n :
n 1 n

S ST VR & i 2 S W T - VB @ 223 (VETT - VE)

Or :

SSWVETT-VE) = (V- Vi) + (VB VA 4.+ (Vi Vi~ T) 4 (Va1 Vi)

k=1

VATV vaFi-L
Ainsi, u, > 2(v/n+1-1).

3. Comme 1iIJ1r1 2(V/n+1—1) = 400, on en déduit par passage & la limite dans I'inégalité obtenue a la
n—-+0oo

question précédente que lim wu, = 4o0.
n—-+4oo

4. Voici la procédure pour déterminer le plus petit entier n tel que u,, > 103 :

u=1

n=1

while u<10°3 do
n=n+1
u=u+1/sqrt (n)

end

disp (n)



