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Algébres de Hopf : Définitions et exemples Définitions
Algebres de Hopf de battage et de battage contractant

Algébre de Hopf d'arbres

Une algebre est une famille (A, m,14) ou :
@ Aestun K-espace vectoriel.
@ m:Ax A— Aestbilinéaire. On note m(x,y) = x.y.
e 1A € A

Avec les axiomes suivants :
@ Associativité : pour tous x,y,z € A, (x.y).z = x.(y.2).
@ Unité :pourtout x € A, 14.x = x.15 = x.
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Définitions
Algebres de Hopf de battage et de battage contractant
Algébre de Hopf d'arbres

Algebres de Hopf :

Définitions et exemples

On reformule ces axiomes en termes de diagrammes
commutatifs. Pour cela il faut linéariser met 14 :

{A@A — A {
m: | Z
X®Qy — Xy

K — A
)x—))\.1A.

Les axiomes s’expriment alors de la maniére suivante :

Associativité Unité
mo(m®Ild)=mo(ld@m) | mo(ld®v)=mo(v®Id) = Id
Ao Ao AT A A KoA 2 Ao Al ag Kk
N N
AR A A A
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Algébres de Hopf : Définitions et exemples Définitions
Algebres de Hopf de battage et de battage contractant

Algébre de Hopf d'arbres

Une cogebre est une famille (C, A, ¢), ou :
@ C estun K-espace vectoriel.
© A:C — C® C estune application linéaire.
© =: C — K est une application linéaire.

Avec les axiomes suivants (obtenus en dualisant les axiomes
pour les algebres) :

Coassociativité Counité
(Ald)ocA=(ldA)oA| (e®Ild)ocA=(ld®e)oA=Id
C®C®CA®Id CoC K®Ca®ldC®Cld®aC®K

S N

CwecC C C
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Algébres de Hopf : Définitions et exemples Définitions
Algebres de Hopf de battage et de battage contractant

Algébre de Hopf d'arbres

Notations de Sweedler : pour tout x € C, on écrit :
- ZXU) @ x®3),
X

Les axiomes de cogébre se reformulent alors :
@ Coassociativité : pour tout x € C,

X%) (X(1))(1)®<X(‘)>(2)®x(2) — X;) X(1)®<X(2)>(1)®<X(2))(2) .

© Counité : pour tout x € C,

25( ) X@) _ me (X<z>):X

X
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Algébres de Hopf : Définitions et exemples Définitions
Algebres de Hopf de battage et de battage contractant

Algébre de Hopf d'arbres

Soient A une algebre et C une cogébre. Alors :
@ A® Aestune algebre :

(X1 @%).(e@y2) = X1.X2® y1.Y2,
1A®A = 12® 1,4
@ C ® C estune cogébre :

— (1) (1) (2) @)
A(x®y) Zy:(x oyV) e (x@ e y@),

e(xey) = e(x)ely).
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Algébres de Hopf : Définitions et exemples Définitions
Algebres de Hopf de battage et de battage contractant

Algébre de Hopf d'arbres

Soient A et B deux algebres et ® : A — B une application
linéaire. Alors ® est un morphisme d’algébres si

mBO(¢®¢) = ®omy,

borvy = vg.

Soient C et D deux cogébres et ¢ : C — D une application
linéaire. Alors ® est un morphisme de cogébres si (en dualisant
les axiomes pour les algebres)

Apod = (¢®¢)OA0,

epod® = egc.
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Algébres de Hopf : Définitions et exemples Définitions
Algebres de Hopf de battage et de battage contractant

Algébre de Hopf d'arbres

Lemme

Si B est a la fois une algebre et une cogebre, les conditions
suivantes sont équivalentes :

@ A et e sont des morphismes d’algébres.
© m et v sont des morphismes de cogébres.

Si ces conditions sont satisfaites, on dira que B est une
bigébre.

Autrement dit, dans une bigébre :

(Xy) ZX ® X(2) y(2)

e(x.y) = e(x)e(y).
A(1A):1A®1Aa 6(1A):1.
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Algébres de Hopf : Définitions et exemples Définitions

Algebres de Hopf de battage et de battage contractant
Algébre de Hopf d'arbres

Une algebre de Hopf est une bigébre avec une condition
supplémentaire (existence d’un antipode).

Exemples

@ Soit G un groupe. Lalgébre du groupe G est une algebre
de Hopf, avec le coproduit défini par A(g) = g ® g pour
tout g € G. La counité est donnée par £(g) = 1 pour tout
geaG.

@ Soit g une algébre de Lie. Lalgébre enveloppante de g est
l'algebre engendrée par les éléments de g et les relations :

X.y —y.x =[x, y] pour tous x, y € g.

Il s’agit d’'une algébre de Hopf, dont le coproduit est donné
par A(x) =x® 1+ 1® x pour tout x € g. La counité est
donnée par £(x) = 0 pour tout x € g.
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Algébres de Hopf : Définitions et exemples Définitions
Algebres de Hopf de battage et de battage contractant

Algébre de Hopf d'arbres

Nous présentons deux exemples importants :

@ Les algebres de Hopf de battage et de battage contractant
(voir [H]) : elles sont utilisées en théorie des algébres de
Hopf combinatoires, en analyse (intégrales itérées), en
analyse complexe (fonctions multizétas)...

@ Lalgebre de Hopf des arbres enracinés de
Connes-Kreimer (voir [CK]) : elle est utilisée en théorie des
champs quantiques, des algébres de Hopf combinatoires,
des opérades, en analyse complexe (calcul moulien et
arborification)...
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Algébres de Hopf : Définitions et exemples Définitions

Algébres de Hopf de battage et de battage contractant
Algébre de Hopf d'arbres

Soit D un ensemble.
Lalgébre de Hopf de battage Sh” a pour base 'ensemble des
mots en l'alphabet D.

@ Son produit x g, est donné par les battages des mots. Par
exemple :

(abc) xgp (d) = (abed)+ (abdc) + (adbce) + (dabe),
(ab) xgn(cd) = (abcd)+ (acbd) + (cabd)
+(acdb) + (cadb) + (cdab).
@ Son coproduit est donné par la déconcaténation. Par
exemple :

A(abcd) = (abcd)® 1+ (abc) ® (d) + (ab) ® (cd)
+(a) ® (bcd) + 1 ® (abcd).
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Exemple

Soient D un ensemble et (f;)acp des fonctions de [0, 1] dans R
intégrables. Posons :

1 X X
I(a ...ak)—/o fak(Xk)ka/o fak1(xk_1)dxk_1.../0 fa, (x1)dxq

Alors | est un caractére de Sh”, c’est-a-dire :

I(a1 ...ap)l(b1 bq) = I((a1 ...ap) XSh(b1 bq))

Par exemple :
1 1
o) = [ ok [ ey

1 X 1
| od [ty + [ ttyyay /Oyfa(x)dx
I(ba) + I(ab)



Algébres de Hopf : Définitions et exemples Définitions
Algébres de Hopf de battage et de battage contractant

Algébre de Hopf d'arbres

Supposons de plus que D est muni d’'un produit
[,]:DxD—D.

Lalgébre de Hopf de battage contractant Csh” a aussi pour
base I'ensemble des mots en 'alphabet D.

@ Son produit x g, €St donné par les battages des mots
avec contractions éventuelles des lettres. Par exemple :

(ab) xgsn () = (abc) + (acb) + (cab) + (a[b, c])
+([a, c]b)
(ab) xcsn (cd) = (ab) xsn (cd) + (a[b, c]d)
+(c[a, d]b) + ([a, c]bd) + ([a, c]db)
+(aclb, d]) + (calb, d]) + ([a, c][b, d])

@ Son coproduit est la déconcaténation, comme pour Sh”.
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Exemple
Soient sq,...,8¢ € N*, 51 > 2. On pose :

1
...n
n>..>n>0 1 k

Alors ¢ est un caractére de Csh?, c’est-a-dire :

C(S1 aco Sp)C(ﬁ 200 tq) = C((S1 500 Sp) X Csh (t1 500 tq)).
Par exemple (avec ici [a,b] = a+ b) :

1

s = Y s
n>0,m>0
_ 1 1 1
= ) mmt X mmt
n>m>0 m>n>0 n>0

= ((st)+((ts) +¢(s+1).



Algébres de Hopf : Définitions et exemples Définitions
Algebres de Hopf de battage et de battage contractant

Algébre de Hopf d’arbres

Lalgébre des arbres enracinés Hgi est introduite par Connes
et Kreimer pour la Renormalisation en Théorie des Champs
Quantiques.

@ Une base de cette algebre est donnée par les foréts
enracinées :
1ot oot VL

UUUR DUUE X SRV SO R/ Y,%

@ Le produit est donné par I'union disjointe des foréts.

Vi=Vi=1:1V=1.V.
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Algébres de Hopf : Définitions et exemples Définitions
Algebres de Hopf de battage et de battage contractant

Algébre de Hopf d’arbres

@ Le coproduit est donné par les coupes admissibles :

Ack(F) = > Leacs(F) ® Roog(F).
¢ coupe admissible

coupe ¢ R/ A/ J{/ Kf i/ ‘I‘VL J{f j\f tota!e

Admissible ? | oui | oui | oui | oui | non | oui | oui | non | oui
Rooc(F) Y T ARV I T RV N AP VA B
Leac(F) 1 ! . . P I S O {/

ACK(k/): Vetite Viteri.e Vielil.o .ol
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Algébres de Hopf : Définitions et exemples Définitions
Algebres de Hopf de battage et de battage contractant

Algébre de Hopf d’arbres

@ La counité est donné par :
e(1) = 1,
e(F) = 0siF#1.

Si D est un alphabet, on peut construire I'algébre de Hopf HZ,
des arbres enracinés décores par D. Par exemple, si
ab,c,deD,

ACK("R/;’) = ”K/a"®1 +1 ®"R/;’ +1ER11 4., 0"
g @18 4 150g @ a teceg @18,
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Introduction du probléeme
Algébre de Hopf de contraction Morphismes d’algebres de Hopf de HS( dans Sh”

Coproduit de contraction

Définition

Un ordre linéaire sur une forét F € Hpkx a n sommets est une
application bijective o : V(F) — {1,..., n} telle que si,

a,be V(F),

(a— bdans F) = (o(a) > o(b)).
On note O(F) I'ensemble des ordres linéaires sur F.

Exemples

@ SiF= K/ les ordres linéaires possibles sur F sont :

3 4 4
2&/4 2%3 SK/Z
1 1 1
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@ Si F= V1, les ordres linéaires possibles sur F sont :
ZV]S Ii 72v]4 Ig 72v]5 Ig 7C?;v]4 Ig 7:?;v]5 Ig 74v]5 127
3\/24 1?73\/25 1?74\/25 1?74\/35 I?

Théoreme

Lapplication ¢ suivante définit un morphisme surjectif de
I'algébre de Hopf des foréts e H@K vers Sh? :

F forét de degré n -2 > o l(n)...o(1),
c€O(F)

ol o~ (i) est la décoration associée au sommet d’image par o
égale a /.



Introduction du probléeme
Algébre de Hopf de contraction Morphismes d'algébres de Hopf de HS, dans Sh?

CK
Coproduit de contraction

¢(..) = (a),
®(12) = (ba),
®(.a.0) = (ab)+ (ba),
cb(}é) = (cba),
o("\Vi°) = (bca)+ (cba),
®(..15) = (cba)+ (cab)+ (acb),
®(.2.5.c) = (abc)+ (acb) + (bac) + (bca) + (cab) + (cba).
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Introduction du probléeme
Algébre de Hopf de contraction Morphismes d’algebres de Hopf de HS( dans Sh”

Coproduit de contraction

Onadonc:

@ un morphisme d’algébres / : Sh” — R,

@ un morphisme d'algébres surjectif ¢ : HZ, — Sh”.
On définit alors un morphisme d'algébres J : HZ, — R.

Exemple

1 X X
JOV,*) = /0 fa(x)dx /0 fo(y)dy /0 f+(z)dz.

Applications : Convergence d’intégrales (ex : Calcul moulien
avec l'arborification)
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Introduction du probleme
Algébre de Hopf de contraction Morphismes d’algebres de Hopf de Hg’K dans Sh?

Coproduit de contraction

Notons T2, 'ensemble des arbres enracinés décorés par D.
Soit ¢ : K (TR,) — K (D) une application linéaire.

Théoreme

[l existe un unique morphisme d’algébres de Hopf
¢:HZ, — ShP tel que le diagramme suivant

K (T2) — K (D)

T

D ¢ D
Hex —Sh
soit commutatif.

On cherche a donner une description combinatoire de .
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@ Endegré 1, ®(..) = p(.a).
@ Endegré 2,

®(12) = o(n)p(-a) +¢(12)
D(eaen) = @(ea)p(en)+@(en)p(ea)

@ Endegré 3,

O(V2%) = @(en)@(e0)p(ea) + 0(ee)p(es)(ea)
c +0(-0)0(15) + (-0 ) (18) + o ("Va°)
o(l) = @(-c)éﬂ(-b)@(-a)+¢(-C)§0(Ig)+ (15)p(-a)
+o(i2)



OVT) = oo pln)olen)plen) + 0o )plea)olen)iles)
( 2)e(-0)p(-0)p(+a) + @+ )l 0) (1)
+0(-o)p(-a)p(18) + p(ea)pee ) (18)
Fo(18)p(o)o(0) T+ 0(-)p(18)pl-a)
+o(18)9(19) + o(-)o("Va) + @ o) (12)
+s0(bk/ad)-

Deux objets combinatoires apparaissent :
@ Les partitions d’un arbre.
@ Les ordres linéaires sur un arbre.



Introduction du probleme
Algébre de Hopf de contraction Morphismes d’algebres de Hopf de HS( dans Sh”

Coproduit de contraction

Définitions
Soit F € Hgk une forét non vide et e une contraction de F,
c’est-a-dire un sous-ensemble de E(F).

@ La partition de F par e est la sous-forét de F obtenue en
conservant tous les sommets de F et les arétes € e. On la
note Parte(F).

@ Le contracté de F par e est la forét obtenue en contractant
dans F chaque aréte € e et en identifiant leurs extrémités.
On le note Conte(F).
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Introduction du probleme
Algébre de Hopf de contraction Morphismes d’algebres de Hopf de HS( dans Sh”

Coproduit de contraction

Considérons T = K/ . Alors

contraction e R/ A/ JQ/ Kf i/' AVL Jv ij

Parts(T) V0o lov | 3] ]on ...
Conte(T) | . |t |t |t |t |Vv]|vV Y

ou, a la premiere ligne, les arétes n’appartenant pas a e sont
barrées.
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Introduction du probleme
Algébre de Hopf de contraction Morphismes d’algebres de Hopf de HL c« dans Sh )

Coproduit de contraction

Soit Ick l'idéal de Hgik engendré par I'élément . — 1. On note
Cck I'algebre quotient Hgy /Ick : on identifie dans Cgk les
€léments 1 et .

On définit sur C¢ le coproduit de contraction :

Z Parte(F) @ Conte(F)

eCE(F

Exemple

A(K/) _ oViVe. 1210 Vitelile:
+Veol+ilel.
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Introduction du probleme
Algébre de Hopf de contraction Morphismes d’algebres de Hopf de HS( dans Sh”

Coproduit de contraction

On retrouve le coproduit introduit par D. Calaque, K.
Ebrahimi-Fard et D. Manchon dans [CEFM].

Considérons la counité :

. CCK - K
© | Fforét — 6F..

Théoreme

(Cck, A, ) est une algébre de Hopf commutative, non
cocommutative, graduée par le nombre d’arétes.
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Introduction du probleme
Algébre de Hopf de contraction Morphismes d’algebres de Hopf de HS( dans Sh”

Coproduit de contraction

Proposition (Description de )

Soit T un arbre non vide € HZ,.. Alors
o(T)= > Y. wleTk) - e(eT ()]
eCE(T) \oeO(Conte(F))

ol k est le nombre de sommets de Conte(F) et ot (i) est la
composante connexe de Parte(F) d’'image par o égale a i.

Remarque

Supposons que ¢(..) = aetque (T) =0 lorsque T est de
degré au moins deux.

Alors on retrouve le morphisme d’algébres surjectif

® : HR, — Sh” définit dans l'introduction.
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Morphismes d'algébres de Hopf de HZ) dans Csh™
Définitions et propriétés

Foréts préordonnées Morphisme d’algébres de Hopf dans I'algébre des mots tassés

Soit ¢ : K (TE,) — K (D). On suppose que D est muni d’un
produit associatif et commutatif [, -] : (a,b) € D? + [a, b] € D.
Théoreme

Il existe un unique morphisme d’algébres de Hopf
¢:HZ, — Csh?” tel que le diagramme suivant

K (T2) — K (D)

.

HZ, —2 > Csh?

soit commutatif.
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Exemples
@ Endegré 1, ¢(..) = ¢(.a).
@ En degré 2,

®(eaen) = @(ca)p(en) +@(0)p(ea) +[p(ea), o(e0)]
®(15) = p(en)p(ea) +p(15).

@ Endegré 3,

O("V2") = @(es)ele)p(-a) + o+ c)ples)p(-2)
+[p(ec) p(-0)]p(-a) + o(-0)p(15)
) +o(ec)p(18) + (V)
o(is) = w(-c)f(-b)w(-a)+¢(-c)<ﬁ(12)+90(15)<p(-a)
+o(12)



Exemples

O(NY) = eo)plen)plea)iplen) + 0le) [p(es)s 0l a)] 0lca)
+o(ee)p(a)p(en)p(ca) + [0(c), o(-a)] o(-6)p(-a)
+(ea)e(eo)o(en)p(ea) + (e )p(en)p(19)
+o(eo)p(-a)p(12) + (- a)p(-c)p(18

+o(18)p(-a)p(-a) + [p(18), (- a)] (- 2)

+o(-a)p(l a) +0(18)p(12) + (. )p("\a?)

-I—cp(&/

od

@
)
@ (.

)e(.
§)e(.

+¢(-d

La notion de partitions d’'un arbre apparait encore. Par contre,
ce n’est plus des odres linéaires qui apparaissent, mais des
préordres linéaires.



Définition

Un préordre linéaire sur une forét F € Hgkx a n sommets est
une application surjective o : V(F) — {1,...,k},1 <k <n,
telle que si, a,b € V(F), a# b,

(a— bdans F) = (o(a) > a(b)).

On note O,(F) 'ensemble des preordres linéaires sur F.

Exemples

@ SiF= K/ les préordres linéaires possibles sur F sont :

3 3 3 4 4
2¢ »3
2&/12 72&/13 72{/14 73{/12 ’ {/1
@ Si F =11, les préordres linéaires possibles sur F sont :

1313 ,13 13,1313, 1504, 13 18,13 14,1413



Morphismes d'algébres de Hopf de HZ) dans Csh™
Définitions et propriétés

Foréts préordonnées Morphisme d’algébres de Hopf dans I'algébre des mots tassés

Proposition (Description de )

Soit T un arbre non vide € HZ,.. Alors

®(T)= > > e T(@) ... p(a7(1))
eCE(T) \ ceOp(Conte(T))
Im(o)={1,...,q}
ou, pour touti € {1,...,q},

@ o '(i) estlaforét Ty ... T, de toutes les composantes
connexes Ty de Parte(F) telles que o(Ty) = i.

© (o7 (D) = lp(Th), .-, p(Ta)]".
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D dans Csh™

Morphismes d'algébres de Hopf de Hg
Définitions et propriétés
Foréts préordonnées Morphisme d’algebres de Hopf dans 'algebre des mots tassés

Rappelons qu’un préordre sur un ensemble est une relation
binaire, réflexive et transitive.

Définition
Une forét préordonnée est une forét enracinée F € Hgi telle
qu’on ait de facon équivalente :

@ Un préordre total sur 'ensemble V(F).

@ Une surjection o : V(F) — {1,..., k}, avec k un entier
inférieur au nombre de sommets de F.
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Morphismes d'algébres de Hopf de HZ, dans Csh”
Définitions et propriétés

Foréts préordonnées Morphisme d'algébres de Hopf dans 'algébre des mots tassés

Exemples
En degré < 3,

1,1, 13 !
elyetletyete2, 41,47, 42, 01e1e1,010102,010202,0102e3,0141,
2 1 2 3 2 1 2 1 3 1 2
.111,.1Ig,.112,.1127.113,.211,.211,.212,.211,.213,.311,
1 2
4 181 1ep2 1ap1 2092 1892 2¢3 1223 1¢p2 £1 £1
-312)\/1 7\/1 7\/27\/1 7\/27\/; 7\/27\/37 1501,

1 g1 92 92 g1 93 42 43 42 o1 o1
(ETEON N G -
1,802,817 ,82,82,07,47,482,43,42,1453.

Algebres de contraction et foréts préordonnées




Une forét préordonnée en tas est une forét préordonnée (F, o)
ouo: V(F)—{1,... Kk} estun préordre linéaire.

Exemples
En degré <3,

1% 1% 13
ely,01e1y0102, 61 ,0610]e],0710102,010202,07102e3,01 1,012,
2 3 2 2 3 }g
'21170211)'3I 1 1

Voici quelques valeurs numériques du nombre f2° de foréts
préordonnées et f,’,"’o de foréts préordonnées en tas :

nlol1]/2|3]| 4| 5
PP 111538424 | 6284

frel111]3]12] 64 | 428




Lespace vectoriel Hpo engendré par les foréts préordonnées
est une algebre de Hopf :

@ Le produit de F par G est obtenu en concaténant F et G et
en décalant les indices des sommets de G :

Ié o2 X 1\/;2 = Ié -24'\115
1\/12 X Ié-z = 1\/12 Ig-4
@ Le coproduit de F est le coproduit de coupe avec le
préordre induit par celui de F sur les branches et le tronc :

1

1 1
ACK(ZKAS‘) = A ettt 4L eV e
1
+.1 ®I$ Foe2@F + 10,

Lespace vectoriel Hypo €ngendré par les foréts préordonnées
en tas est une sous-algébre de Hopf de Hp,.



Morphismes d'algébres de Hopf de HZ, dans Csh”
Définitions et propriétés

Foréts préordonnées Morphisme d’algébres de Hopf dans I'algébre des mots tassés

Soit n € N*. On note Surj, 'ensemble des applications
7:{1,...,n} - N* tellesque 7({1,...,n}) = {1,..., k} pour
un certain k. On représente T € Surj, par le mot tassé

(r(1)...7(n)).

On note WQSym"* I'espace vectoriel dont une base est donnée
par I'union disjointe des ensembles Surj,. WQSym* est une
algébre de Hopf (introduite dans [NT]) :

@ Le produit de 7 et w est donné en décalant les lettres de w
et en réalisant le battage de ces lettres avec celles de 7 :

(112)(21) = (11243) + (11423) + (14123) + (41123)
+(11432) + (14132) + (41132) + (14312)
+(41312) + (43112)
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@ Le coproduit de T est obtenu en réalisant toutes les coupes
du mot représentant  en deux mots et en tassant ceux-ci :

AWQSym* ((21 132))

= 1®(21132) + pk((2)) ® pk((1132))
+pk((21)) @ pk((132)) + pk((211)) © pk((32))
+pk((2113)) @ pk((2)) + (21132) ® 1

= 1®(21132) + (1) ® (1132) + (21) ® (132)
+211)®((21)+ (2113) ® (1) + (21132) ® 1.
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Foréts préordonnées Morphisme d’algébres de Hopf dans I'algébre des mots tassés

Définition
Soit (F, o) une forét préordonnée de degré n et r € Surj,. Alors
on note Sfr 'ensemble des bijections ¢ : V(F) — {1,...,n}
telles que :

Q sive V(F), alors o(v) = 7(¢(Vv)),

Q siv,Vv € V(F), Vv — v, alors o(v) > p(V).

Exemples

Soit F = *V;® et = (221). En notant les sommets de F par

bg rcC 21 A o
>, 0n adeux éléments o1, s € S{F’U) :

oo
144
(O

3
2 et oo
1

A
o T
v 4L
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Théoréeme
Considérons

Hpo — WQSym*
®: 4 (F,0)forétdedegré n — > card(Sfk ) 7.
TESUIjn
Alors :

@ ¢ :Hp, — WQSYm™ est un morphisme d’algébres de Hopf
homogéne de degré 0.

@ La restriction de ® a Hyp, est une injection d’algebres de
Hopf.
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Exemples
@ Endegré1:d(.1)=(1).
@ Endegré 2:

S(a1.1)=2(11), D(.1.2)=(12)+(21), P(13) = (ab).
@ Endegré 3:

O(ereig) = 6(111) o(V') = (122)+(212)
o(13) = (231) o(V?) = 2(221)
®(12.,) = (212)+2(221)
d(.213) (213) + (123) + (132)
®(.115) = (123)+(213) + (231)
D(ern1.2) = 2[(112) + (121) + (211)]

Anthony Mansuy Algebres de contraction et foréts préordonnées
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