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Résumé. Nous introduisons un nouveau jeu, le jeu YY, semblable au jeu du Sudoku. Il
consiste & étiqueter les arétes d’'un graphe. Nous expliquons la construction de ces graphes,
basée sur des arbres binaires plans. Nous donnons une interprétation mathématiques du jeu.
On s’intéresse aussi aux graphes décomposables et au lien avec l'ordre de Tamari sur les arbres
binaires plans. On s’attache enfin & expliquer le lien avec le théoréme des quatre couleurs.

Ces notes sont largement inspirées de l'article [2] de J.-L. Loday.

Voici un exemple de grille de jeu, appelé graphe YY :

Principe du jeu : Indexer chaque aréte par des étiquettes 0, 1 ou 2 de sorte que les arétes

issues de chaque sommet ont toutes des étiquettes différentes.

Dans la suite, nous allons :

1.
2.

Proposer une construction des graphes YY & partir des arbres binaires plans.

Donner deux interprétations mathématiques du jeu YY, en terme de magma et d’algébre
de Lie.

. Définir la notion de graphes décomposables et de graphes premiers. On donnera un critére

pour déterminer si un graphe est décomposable a 'aide de 'ordre de Tamari sur les arbres
binaires plans.

. Expliquer le lien avec le théoréme des quatre couleurs.

1 Construction des graphes YY a partir des arbres binaires plans

Définition 1 — Un arbre enraciné est un graphe connezxe, sans cycle, avec un sommet

particulier, la racine. Celle-ci est représenté en bas et les feuilles, qui sont les sommets
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sans descendant, sont représentées en haut. Par exemple,

aviv b vie vyl y vl

— Un arbre plan est un arbre enraciné avec un ordre total sur les descendants de chaque
sommet (représentés de gauche a droite). Par exemple,

vt bV Yl b b e vy b v vyl

— Un arbre binaire plan est un arbre plan dont chaque sommet est trivalent (c’est-a-dire avec
un ancétre et deuxr descendants). Notons Y, U'ensemble des arbres binaires plans d’arité n
(autrement dit avec n feuilles et n — 1 sommets interieurs). Par exemple,

Y1 = {\}
Y2 = {Y}

v = (V.Y
Yy = {y%wyy}

Remarque. Soit T € Y,,. Alors il existe des uniques arbres binaires plans T; € Y} et
T, €Yk, k€ {l,...,n—1}, tels que T soit obtenu en greffant 7} et T}, sur une racine commune.

Notons t,, le nombre d’arbres binaires d’arité n. Alors t1 = t9 = 1 et, en utilisant la remarque
précédente, on a pour n > 3,
n—1
t, = Z titn g
k=1

2n — 2)!
H' C’est le (n — 1)-éme nombre de Catalan (voir A000108 dans
n!(n —1)!

[3]). C’est aussi le nombre de parenthésages différents de n éléments. Il existe en fait une bijection
entre Y, et le nombre de parenthésages différents de n éléments. Pour n = 4, on a par exemple :

On en déduit que t, =

(z1 (22 (w3 24))) ((z1 @2) (25 24)) (21 (w2 x3)) 74)

\wﬂ%/m)-u)) (((I%WJW

Les arbres binaires plans permettent de coder des relations opéradiques. En effet,
— si (A,*) est une algébre associative, alors le produit * vérifie la relation d’associativité
qu’on peut exprimer a l’aide d’arbres binaires plans par :

1 2 2 3
3 1
* *
* *

— si (A, %) est une algébre commutative, alors le produit * vérifie les relations suivantes :

1 2 2 3
i 2 2 1 3 1
* *
Yo e TYY
= et —
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— si (A, ],]) est une algebre de Lie, alors le crochet [,] vérifie :

1 2 2 3 3 1
1 2 2 1 3 1 2
Y W W W
[,] _ [»] ot [»] + [;] + [] —0

Les graphes YY sont obtenus en fusionnant les feuilles de deux arbres binaires plans S et T
de méme arité :

- Si s —Y/ et T = (S, T)-graphe YY associé est :

((12)w3)24) < > (21((w2w3) 1))

— Le graphe qui est donné au début est obtenu en fusionnant les arbres

SO

2 Interprétations mathématiques du jeu YY

Le but du jeu YY est donc de trouver des éléments 1, ..., x, € {0, 1,2} tels que

1. A chaque sommet, les trois étiquettes 0,1,2 apparaissent. Ceci implique en particulier
que l'indexation d’un graphe YY est entiérement déterminé par l'indexation des arétes
"du milieu" obtenues en fusionnant les feuilles des deux arbres. Il suffit donc de trouver
une indexation des feuilles telle que lorsqu’on calcule dans chacun des deux arbres, aucun
sommet n’a deux entrées avec la méme étiquette.

2. Les étiquettes des racines, qui correspondent aux résultats finals, doivent toujours étre
nulles.

Ces régles s’interprétent de deux fagons différentes.

2.1 Magma

On considére le magma commutatif (X, x) ot X = {0,1,2,00} et ou le produit * est donné
par

« [0 1 2 o0
0l 2 1 o
112 oo 0 o©
211 0 oo
o |loo 0o oo

Sin>1,S5T¢eY,etx,...,z, € {0,1,2}, on note S(x1,...,x,) et T(x1,...,2,) les élé-
ments de X associés.

Conjecture 1 Pour tout n > 1 et pour tout S,T € Yy, il existe x1,...,z, € {0,1,2} tels
que

S(x1y..yxn) =T (x1,...,2,) # 0.
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2.2 Algébre de Lie

Soit Z = {29, 21,22} et Fo[Z] l'espace vectoriel engendré par Z sur le corps Fo. On munit
F2[Z] du produit binaire [2;, z;] défini par :

iNjlz2o =21 2
20 | 0 20 =z
Al Z9 0 20
z9 |21 22 O

Lemme 2 [,] est un crochet de Lie sur Fa[Z].

Sin>1,8T¢eY,eta,...,a, € Z, on note S(ay,...,an) et T(ay,...,ay,) les éléments de
Z associés.

Conjecture 2 Pour tout n > 1 et pour tout 5,1 €Y, il existe aq,...,a, € Z tels que

S(ai,...,an) =T(a1,...,an) #0.

3 Graphes décomposables et ordre de Tamari

Les conjectures 1 et 2 sont équivalentes au fait que tout jeu YY admet une solution. Remar-
quons que cette solution n’est pas unique : étant donnée une solution, on obtient une deuxiéme
solution en échangeant les 1 et les 2. Le probléme de 'existence de solution d’un jeu YY est
encore ouvert. En fait, il suffit de prouver la conjecture pour certains graphes Y'Y, les graphes
premiers.

Soit S,T" € Y, et soit un (S,T")-graphe YY. Supposons qu’il existe un intervalle [i,j] de
I'intervalle [1,n] des feuilles de S et T tel que le sous-graphe contenant les feuilles € [4, j] soit un
graphe YY. Par exemple, [2,4] a cette propriété dans I'exemple suivant :

Si un tel sous-intervalle strict de [1,n] existe, alors on peut scindé le graphe YY en deux
graphes YY construits avec des arbres d’arité plus petite. Dans I'exemple précédent, on obtient
les deux graphes suivants :

Dans ce cas, on dit que le graphe YY est décomposable. Sinon on dit qu’il est premier. Le
graphe YY du début est par exemple premier. Il existe un critére pour déterminer si un graphe YY
est premier ou décomposable. Il est basé sur 'ordre de Tamari défini sur les arbres binaires plans.
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1l existe en effet une structure de poset sur Y;,, n > 1. La relation d’ordre est définie & partir
de la transformation de Tamari local :

R

Exemples
— Voici le diagramme de Hasse pour Yj :

— Voici le diagramme de Hasse pour Yj :

On peut alors montrer que Y,,, muni de I’ordre de Tamari, est un treillis, ¢’est-a-dire : Pour
tout élément S, T € Y, il existe une borne supérieure et une borne inférieure a I’ensemble {5, T'}.
On note alors :

SV T =sup(S,T), SAT =inf(S,T).

On a alors le critére suivant :

Proposition 3 Soit S, T € Y,,. St SVT est égal au peigne a droite et st SAT est égal au peigne
a gauche, alors le (S,T')-graphe YY associé a S et T est premier. Sinon, il est décomposable.
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4 Lien avec le théoréme des quatre couleurs

Considérons g 'espace vectoriel, défini sur un corps K, engendré par les éléments i, j, k. Soit
[,]: 9 xg— g le produit défini par les relations suivantes :

(i, 1] = [4,j] = [k, k] = 0,
[Zvj] - _[j’Z =k,
[.77k] = _[kaj] =1
[k,i] = —[i,k] =1J

Alors (g, [,]) est une algébre de Lie. Elle peut étre présentée avec les générateurs {i, j} et les
velations [[; 1,] = j et [[j, ],] = i

Conjecture 3 Pour tout n > 1 et pour tout S, T € Y,, il existe z1,..., 2, € g tels que
S(z1y..oy2n) =T(21,...,2n) # 0.
Proposition 4 [1] La conjecture 3 implique la conjecture des quatre couleurs.

Remarquons que les conjectures 2 et 3 sont trés proches. Notons cependant deux différences
dans la conjecture 2 :

1. Comme on travaille sur Fo, on ne s’intéresse pas au probléme de signes.
2y

2. On utilise seulement les générateurs et pas des combinaisons linéaires.
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