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Congruences dans Z. Applications.
Leçon 7

1 Mon esquisse de plan
Plan
1) Généralités

• Relation de congruence modulo n. Définition. CNS pour que a et b
soit congru modulo p à l’aide de la division euclidienne. Opérations sur les
congruences (somme, produit, puissance). Théorème chinois (version con-
gruence).

• Ensemble Z/nZ. La relation de congruence est une relation d’équivalence.
L’ensemble des classes d’équivalence de Z par cette relation est l’ensemble
quotient Z/nZ. Z/nZ = {0, . . . , n− 1} et card(Z/nZ) = n.

2) L’anneau Z/nZ

• Structure d’anneau. Définition de l’addition + et de la multiplication ×
sur Z/nZ. (Z/nZ, +,×) est alors un anneau commutatif. Théorème chinois
(version Z/nZ).

• Éléments inversibles. Caractérisation des éléments inversibles de Z/nZ.
CNS pour que Z/nZ soit un corps. Expression de l’indicatrice d’Euler ϕ(n)
égale au nombre d’éléments inversibles de Z/nZ.

3) Applications.

• Théorème d’Euler : Si a et n sont premiers entre eux, alors aϕ(n) ≡ 1[n].
Petit théorème de Fermat (corollaire du précédent) : Si p est premier, alors
pour tout entier a, ap ≡ a[p].
Théorème de Wilson : p est premier si et seulement si (p− 1)! ≡ −1[p].

• Critère de divisibilité en base b. Et si b = 10, critères classiques de divisibilité
par 2, 3, 5, 9, 10, 11...

Développements possibles
Opérations sur les congruences (somme, produit, puissance).
Théorème chinois (version congruence ou Z/nZ).
Théorème d’Euler, de Fermat et de Wilson.

Exercices et programmes informatiques possibles
Chiffrement.
RSA.
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2 Questions
Niveau 1
1. Montrer que, pour tout entier naturel n, 5 | (23n+5 + 3n+1).

2. Montrer que, pour tout entier naturel n, 30 | (n5 − n).

3. Quel est le reste de la division par 7 de 5945 ? de 247349 ?

4. Déterminer les restes des divisions de 37n par 11, avec n un entier naturel.

5. Trouver les deux derniers chiffres du nombre 7999

.

6. Trouver le reste par 5 de N = 22223333 + 33332222.

7. Montrer qu’un entier n est pair si et seulement si n2 est pair.

8. Résoudre l’équation x2 − 7y2 = 3, où x et y sont deux entiers relatifs.
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9. Montrer que, dans un triangle rectangle dont tous les cotés sont entiers, il y
a au moins un coté qui est divisible par 5.

10. Montrer que, pour tous nombres premiers p et q, on a :

pq−1 + qp−1 ≡ 1[pq].

Niveau 2
1. On considère un nombre premier p.

(a) Établir la relation p
(

p−1
k−1

)
= k

(
p
k

)
et en déduire que p divise

(
p
k

)
pour

0 < k < p.
(b) Établir par récurrence sur a la relation ap = a[p] pour a ∈ N, puis Z.
(c) En déduire, si p ne divise pas a, que ap−1 ≡ 1[p].

2. Déterminer le reste de la division de 21997 par 3, par 23, par 69.
Déterminer le reste de la division de 7102 par 65.
Déterminer les deux derniers chiffres de l’entier 11121.

3. 17 pirates s’emparent d’un navire. S’ils se partagent alors le butin, il reste 3
pièces d’or pour le cuisinier chinois. Mais les pirates se querellent et 6 d’entre
eux sont tués. S’ils se partagent alors le butin, il resterait 4 pièces d’or pour
le cuisinier. Le navire fait alors naufrage, et seuls 6 pirates survivent. Le
partage laisserait 5 pièces d’or au cuisinier.
Combien celui-ci aura-t-il au minimum lorsqu’il empoisonnera les pirates
survivants ?

4. Pour tout couple d’entiers (a, b), le nombre A = ab(a30 − b30) est divisible
par 14322.

5. Quel est le reste de la division euclidienne de 16(21000) par 7 ?

6. Soit A la somme des chiffres de 44444444 et B la somme des chiffres de A.
Que vaut C, la somme des chiffres de B ?

7. Pour tout entier naturel n, on pose Fn = 22n + 1 (nombre de Fermat).

(a) Montrer que les nombres (Fn)n∈N sont premiers entre eux deux à deux.
(b) En déduire une démonstration du fait qu’il y une infinité de nombres

premiers.

8. Soit p un nombre premier. Montrer que, pour tout entier a, il existe un
couple (x, y) de Z2 tel que :

a ≡ x2 + y2[p].
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