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Algébres de contraction Algébres de Hopf de battage et d’arbres

Morphisme de HB\, dans Sh”
Algébres de contraction

Soit D un ensembile.
Lalgébre de Hopf de battage Sh” a pour base 'ensemble des
mots en l'alphabet D.

@ Son produit x g, est donné par les battages des mots. Par
exemple :

(abc) xsn (d) = (abed) + (abdc) + (adbc) + (dabc),
(ab) xgn (cd) = (abcd) + (acbd) + (cabd)
+(acdb) + (cadb) + (cdab).

@ Son coproduit est donné par la déconcaténation. Par
exemple :

A(abed) = (abed)® 1+ (abe) @ (d) + (ab) ® (cd)
+(a) ® (bed) + 1 ® (abed).
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Algébres de contraction Algébres de Hopf de battage et d’arbres
Morphisme de HZ:J\, dans Sh”

Algébres de contraction

Supposons de plus que D est muni d’'un produit associatif et
commutatif [-,-] : D x D — D.

Lalgébre de Hopf de battage contractant Csh” a aussi pour
base 'ensemble des mots en I'alphabet D.

@ Son produit x ¢sp €st donné par les battages des mots
avec contractions éventuelles des lettres. Par exemple :

(ab) xgsh (€) = (abc) + (acb) + (cab) + (a[b, c])
+([a, c]b)
(ab) xcsn (cd) = (ab) xgsn(cd) + (ab, c]d)
+(cla, d]b) + ([a, c]bd) + ([a, c]db)
+(aclb, d]) + (calb, d]) + ([a, c][b, d])

@ Son coproduit est la déconcaténation, comme pour Sh”.

Anthony Mansuy Structures Hopf-algébriques et opéradiques sur différentes famille



Algébres de contraction Algébres de Hopf de battage et d’arbres
Morphisme de HB\, dans Sh”

Algébres de contraction

Lalgebre des arbres enracinés Hgk est introduite par Connes
et Kreimer pour la Renormalisation en Théorie des Champs
Quantiques.

@ Une base de cette algebre est donnée par les foréts
enracinées :
1,000l VL

UUUE DUUE B SR VANE SO 2 K/ Yi

@ Le produit est donné par l'union disjointe des foréts.

Vai=Vi=1V=1.V.
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Algébres de contraction Algébres de Hopf de battage et d’arbres
Morphisme de HZ:J\, dans Sh”

Algébres de contraction
@ Le coproduit est donné par les coupes admissibles :

Ang, (F) = > Leag(F) ® Roog(F).
¢ coupe admissible

coupe ¢ R/ A/ J&/ Kf i/ ‘I‘VL J{f j\f tota!e

Admissible ? | oui | oui | oui | oui | non | oui | oui | non | oui

Ffooc(F)R/IV}x.Ix1

Leac(F) 1 ! . . X | e oo | X {/

Apg, ( Vy= Votre ViterreVrelito ot
Il existe une version décorée HZ, :

AHgK("R/;’) = "R/a" @141 ®"K/€," R RAVANNIR L R T RN R
teced @13+ 15.0®.a
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Algébres de contraction Algébres de Hopf de battage et d’arbres

Morphisme de Hg\. dans Sh”
Algébres de contraction

@ Hpck I'algébre de Hopf des arbres enracinés plans :

AHNCK(R/) = R/®1+1®K/+.®V+z®z+.®f
1@l 4+1.®.,

AHNCK(\}) _ VettteVioViter .ol
4.1 +.1®..
@ H, I'algebre de Hopf des foréts ordonnées :
"W, = "B
AHo(ZK/ZS) = lké3®1+1®2‘&/23+.1®2\/13+:;®1%
fv ol 4@ E e,

@ Hj, la sous-algébre de Hopf de H,, des foréts ordonnées
en tas.
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Algébres de contraction Algebres de Hopf de battage et d’arbres

Morphisme de H ck dans sh?
Algébres de contraction

Soient D un ensemble et (f;)acp des fonctions de [0, 1] dans R
intégrables. Posons :

1 Xk X2
ak):/o fak(xk)dxk/0 fak_1(xk_1)dxk_1.../0 fa, (x1)dxq

Alors | est un caractére de Sh”, c’est-a-dire :
1(31 ...ap)l(b1 bq) = I((a1 ...ap) X sh (b1 bq))

Exemples

1 1
Ka)l(b) = /0 fu(x)ox /0 fo(y)dly

1 X 1
= [ o [y + [ oy [ taar
I(ba) + I(ab)
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Algébres de contraction Algebres de Hopf de battage et d’arbres
Morphisme de HCK dans Sh?

Algébres de contraction

|

Définition
Un ordre linéaire sur une forét F € Hox @ n sommets est une
application bijective o : V(F) — {1,..., n} telle que si,
abe V(F),
(a— bdans F) = (o(a) > a(b)).

On note O(F) I'ensemble des ordres linéaires sur F.

Exemples

@ SiF= K/ les ordres linéaires possibles sur F sont :

3 4 4
2%4 2%3 3%2
1, Y1, Vi
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Algébres de contraction Algebres de Hopf de battage et d’arbres
Morphisme de HCK dans Sh?

Algébres de contraction

Exemples
@ Si F= V1, les ordres linéaires possibles sur F sont :

2\/13 Iz ’2\/14 Ig ’2-\/15 Ig ’3\f14 Ig ’3\/15 Iﬁ ’4\f15 Ig
3v24 I? 73v25 I# 74v25 I? ,4\/35 I%

Théoreme

Lapplication ¢ suivante définit un morphisme surjectif de
lalgébre de Hopf HZ, vers Sh” :

|
v

Fforétdedegré n > Y o~ '(n)...c7'(1),
c€O(F)

ol o~ (i) est la décoration associée au sommet d’image par o
égale a /.
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Algébres de contraction Algebres de Hopf de battage et d’arbres

Morphisme de H ck dans sh?
Algébres de contraction

®(.) = (a),
d(15) = (ba),
®(...0) = (ab)+ (ba),
cb(}é) = (cba),
o("\Vi°) = (bca)+ (cbha),
®(..15) = (cba)+ (cab)+ (acb),
®(.2.5.c) = (abc)+ (acb) + (bac) + (bca) + (cab) + (cba).
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Algébres de contraction Algebres de Hopf de batt'ige et d’arbres
Morphisme de HCK dans Sh?

Algébres de contraction

Onadonc:
@ un morphisme d’algébres / : Sh? — R,
@ un morphisme d'algébres surjectif ¢ : HR,, — Sh”.
On définit alors un morphisme d'algébres J = /o ¢ : HZ, — R.

Exemple

-/ ' fx)ax [ty [ tzye

Applications : calcul moulien, chemins rugueux.

Question : description de tous les morphismes d’algebres de
Hopf de HR,, dans Sh” ?
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Algébres de contraction Algebres de Hopf de battage et d’arbres
Morphisme de H PK dans Sh?

C
Algébres de contraction

Notons T2, 'ensemble des arbres enracinés décorés par D.
Soit ¢ : K (TR,) — K (D) une application linéaire.

Théoreme
Il existe un unique morphisme d’algébres de Hopf
¢ : HR, — Sh” tel que le diagramme suivant soit commutatif :

K (T8) — K (D)

T

HZ, —2 ~sh”

On cherche a donner une description combinatoire de .
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Algébres de contraction Algebres de Hopf de battage et d’arbres
Morphisme de HgK dans Sh?

Algébres de contraction

Exemples
@ Endegré 1, d(..) = ¢(.a).
@ Endegré 2,

®(12) = @(b)p(ea) +(12)
®(eaen) = @(ea)p(en) +@(en)p(a).

@ Endegré 3,

O(Va) = 9(e6)@(+0)@(a) + ©(+0)@(0)p(-a)
1) + (e )p(18) + o("Va°)

0)@(ea) +p(ec)p(12) + (18 )p(-a)
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Algébres de contraction Algebres de Hopf de battage et d’arbres

Morphisme de H x dans sh?
Algébres de conlractlon

OVT) = (oo plen)olea)plen) + 0o )plea)olon)iles)
( 2)o(+e)p(-6)p(a) + o)) (1)
+o(ee)p(-a)o(18) + 9 a)ple ) (12)
+0(18)0(-a)e(-a) + 0+ a)(15)p(+2)
+0(15)p(19) + oo )o("Va?) + 0 o) (12 )
+so(bk/ad)-

Deux objets combinatoires apparaissent :
@ Les partitions d’un arbre.
@ Les ordres linéaires sur un arbre.
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Algébres de contraction Algebres de Hopf de battage et d’arbres
Morphisme de H PK dans Sh?

C
Algébres de contraction

Définitions
Soit F € Hgk une forét non vide et e une contraction de F,
c’est-a-dire un sous-ensemble de E(F).

@ La partition de F par e est la sous-forét de F obtenue en
conservant tous les sommets de F et les arétes de e. On
la note Parte(F).

@ Le contracté de F par e est la forét obtenue en contractant
dans F chaque aréte de e et en identifiant leurs
extrémités. On le note Conte(F).
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Algebres de contraction

Considérons T = R/ . Alors

Algebres de Hopf de battage et d’arbres

Morphisme de H 2

Algébres de contraction

« dans Sh 2

. VAR TS
Parte(T) VARTE ' A S A R
Conte(T)| . |t | 1t |1 | P |[V]V Y

ou, a la premiére ligne, les arétes n’appartenant pas a e sont

barrées.

Anthony Mansuy
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Algébres de contraction Algebres de Hopf de battage et d’arbres
Morphisme de HZ ck dans sh?

Algébres de contraction

Soit Ick I'idéal de Hek engendré par I'élément . — 1. On note
Cck I'algébre quotient Hek/Ick : on identifie dans Cgx les
éléments 1 et .

On définit sur C¢y le coproduit de contraction :

Acg, (F Z Parte(F) ® Conte(F)
eCE(F

Exemple

Beg(V) = oV Ve sz viialile:
+Ver+irer,
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Algébres de contraction Algebres de Hopf de battage et d’arbres

Morphisme de Hz

« dans Sh ©
Algébres de contraction

On retrouve le coproduit introduit par D. Calaque, K.
Ebrahimi-Fard et D. Manchon dans [CEFM].

Considérons la counité :

) CCK — K
°°\ Fforét — oF..

Théoreme

(Cck, Acy, s €) est une algebre de Hopf commutative, non
cocommutative, graduée par le nombre d’arétes.
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Algébres de contraction Algebres de Hopf de battage et d’arbres
Morphisme de HgK dans Sh?

Algébres de contraction

Proposition (Description de )

Soit T un arbre non vide € HZ,.. Alors
o(T)= ), Y. el (k). pla () |
eCE(T) \oeO(Conte(F))

ou k est le nombre de sommets de Conte(F) et ot o~ (i) est la
composante connexe de Parte(F) d’'image par o égale a i.

Remarque

Supposons que ¢(..) = aetque ¢(T) =0 lorsque T est de
degré au moins deux.

Alors on retrouve le morphisme d’algébres surjectif

® : HB,, — ShP défini plus haut.
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Lalgebre de Hopf des foréts préordonnées
Foréts préordonnées Algébres de contraction non-commutatives

Morphisme dans I'algébre des mots tassés

Soient s4,..., 5k € N*, 51 > 2. On pose :

(st...s)= Y, ns1

ny>..>n>0 nk
Alors ¢ est un caractére de Csh?, c’est-a-dire :

C(S1 ) (t1 .tq) ZC((S1 ...Sp) X csh (t1 ...fq)).

(e = Y

n>0,m>0
1 1 1
o Z nsmt T Z nsmt + Z ns+t
n>m>0 m>n>0 n>0

= ((st) +((ts) + (s + 1),

avecici [s,t] = s+ t.
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Lalgebre de Hopf des foréts préordonnées
Foréts préordonnées Algébres de contraction non-commutatives

Morphisme dans I'algébre des mots tassés

Soit ¢ : K (TR,) — K (D). On suppose que D est muni d’un
produit associatif et commutatif [, -] : (a, b) € D? + [a, b] € D.
Théoreme

Il existe un unique morphisme d’algébres de Hopf
o H@K — Csh? tel que le diagramme suivant soit commutatif

K (Tgx) —— K (D)

!

® . Csh?

D
HCK
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Lalgebre de Hopf des foréts préordonnées
Foréts préordonnées Algébres de contraction non-commutatives

Morphisme dans I'algébre des mots tassés

Exemples
@ Endegré 1, ¢(..) = ¢(.a).
@ Endegreé 2,

®(eavn) = @(ea)p(en) +@(0)p(ea) +[p(ea), o(e0)]
®(12) = @(b)p(ca) +(12).

@ Endegré 3,

O(Va) = 9(e6)@(+0)@(a) +@(+0)p(0)p(-a)
(o)l w(-a) +(en)p(18)
+s0(-c)<p(12) +o("Va%)

0)p(ea) +p(ec)p(12) + (18 )p(-a)

%
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Lalgebre de Hopf des foréts préordonnées
Foréts préordonnées Algébres de contraction non-commutatives

Morphisme dans I'algébre des mots tassés

c

O(\L) = plee)plen)olea)olea)

o)p(eo +o(ee) (o), (- o)l (- 2)
(-0 )p(ca)p(-o)p(-a) + [0(-c), (- a)] (- )9( )
+o(+a)e(-c)p(-0)p(-a) + ¢(-c)e(-n)p(15)

(e )o(

b 2

@(-a)e(13) + o ) (cc)p(12)
) (e ©(-a)

+o(-a)p(18)p(-a) + (18 )p(1¢ ) oo )p("Va?)

La notion de partitions d’'un arbre apparait encore. Par contre,
ce n’est plus des odres linéaires qui apparaissent, mais des
préordres linéaires.
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Lalgebre de Hopf des foréts préordonnées
Foréts préordonnées Algébres de contraction non-commutatives

Morphisme dans I'algébre des mots tassés

Définition

Un préordre linéaire sur une forét F € Hgx a n sommets est
une application surjective o : V(F) — {1,...,k},1 <k <n,
telle que si, a,b € V(F), a# b,

(a— bdans F) = (o(a) > a(b)).

On note O,(F) 'ensemble des préordres linéaires sur F.

Exemple

@ SiF= K/ les préordres linéaires possibles sur F sont :

3 3 3 4 4
2&/2 2{/3 2&/4 3&/2 2%3
1 1 1 1, 1
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Lalgebre de Hopf des foréts préordonnées
Foréts préordonnées Algébres de contraction non-commutatives

Morphisme dans I'algébre des mots tassés

Exemple
@ Si F =11, les préordres linéaires possibles sur F sont :

1213,1203,1%2 08,12 14,1318 1314, 1413

Proposition (Description de )

Soit T un arbre non vide € HZ,.. Alors

o(T)= > Y. @@ eleT (1) ).
eCE(T) \ o€0p(Conte(T))
lm(a):{1,7q}
ou, pour touti € {1,...,q},

@ o (i) estlaforét T; ... T, de toutes les composantes
connexes Ty de Parte(F) telles que o(Ty) = i.

o oo™ () = [p(T1), -, (T
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Lalgebre de Hopf des foréts préordonnées
Foréts préordonnées Algébres de contraction non-commutatives

Morphisme dans I'algébre des mots tassés

Rappelons qu’un préordre sur un ensemble est une relation
binaire, réflexive et transitive.

Définition
Une forét préordonnée est une forét enracinée F € Hg telle
qgu’on ait de fagon équivalente :

@ Un préordre total sur 'ensemble V(F).

@ Une surjection o : V(F) — {1,..., k}, avec k un entier
inférieur au nombre de sommets de F.
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Lalgebre de Hopf des foréts préordonnées
Algebres de contraction non-commutatives

Foréts préordonnées
Morphisme dans I'algébre des mots tassés

Exemples
En degré < 3,

1,1, 1 !
elyetletyete2, 41,847,842, 010101 010102,010202,010203,01 41,
2 1 2 3 2 1 2 1 3 1 2
.111,.1Ig,.112,.1Ig,.113,.211,.211,.212,.211,.213,.311,
1 42
4 g1 1ep2 1ep1 2092 18p2 2 1 1 £1 £1
,.v1 )v1 7%’\/1 7v2)V V‘Z \/3 s e1 561,

1 1 2 2 1 3 2 3 2 1
R R s
1 502 581 502 5,82 5071 5,81 ,42 ,43 ,462 ,4¢3 .
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Lalgebre de Hopf des foréts préordonnées
Foréts préordonnées Algébres de contraction non-commutatives
Morphisme dans I'algébre des mots tassés

Définition
Une forét préordonnée en tas est une forét préordonnée (F, o)

ouo: V(F)—{1,...,k} estun préordre linéaire.

Exemples
En degré < 3,

1% 1% 13
ely01e1y,0102, 47 010101 ,010102,010202,0102e3,01 41,0142,

3
2 3 2 2322 2493 Iz
21,0209 ,0317, V1, Ve 1T

Voici quelques valeurs numériques :
4 5

n |0(1]2] 3
PP T1]15[38 424 | 6284
frel111]3]12] 64 | 428
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Lalgebre de Hopf des foréts préordonnées
Foréts préordonnées Algébres de contraction non-commutatives

Morphisme dans I'algébre des mots tassés

Lespace vectoriel Hpo engendré par les foréts préordonnées
est une algebre de Hopf :

@ Le produit de F par G est obtenu en concaténant F et G et
en décalant les indices des sommets de G :

Ié.g X1X/;2 = 1;13.24\45
1 2 1 2
V1 X 1o = V1 12.4

@ Le coproduit de F est le coproduit de coupe avec le
préordre induit par celui de F sur les branches et le tronc :

1 1 1
AHpo(zk/f) = 2K/13 @141 ®2K/13 +a0VE +1 @12

;
+-1®£$ Feo1e2®F + 1003 ® 4.
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Lalgebre de Hopf des foréts préordonnées
Foréts préordonnées Algébres de contraction non-commutatives

Morphisme dans I'algébre des mots tassés

Lespace vectoriel Hypo €ngendré par les foréts préordonnées
en tas est une sous-algébre de Hopf de Hp,.

Nous avons alors le diagramme suivant

Hnek© Hpo" Hf)
tho(—> I'|po

ou les fleches — sont des morphismes d’algébres de Hopf
injectifs pour le coproduit de coupe.
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L'algébre de Hopf des foréts préordonnées
Algebres de contraction non-commutatives

Foréts préordonnées
Morphisme dans I'algébre des mots tassés

Si F est une forét préordonnée, alors Parte(F) et Conte(F) sont
aussi des foréts préordonnées.

1
Considérons T = 3&/23 . Alors

1 1 1 1 1 1
3%3 341\13 §§/3 31\7L3 :i/s sizs
e 2 2 ) > o >

i 1

Parte(T) Y ETRTR BUCVEN 2 N BT R BN IO
9 1

Conto(T) | .+ | 13 o | B

ou, a la premiere ligne, les arétes n’appartenant pas a e sont
barrées.
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L'algébre de Hopf des foréts préordonnées
Foréts préordonnées Algébres de contraction non-commutatives

Morphisme dans I'algébre des mots tassés

On construit I'algébre quotient Cp, de Hp,. Elle est engendrée
par I'ensemble des foréts sans sommet isolé.

De la méme fagon, on définit Cppo, Co, Cho €t Cpck-

Théoreme

Cpo est une algebre de Hopf, graduée par le nombre d’arétes,
et nous avons alors le diagramme suivant :

Cpo——=Cy

|

Chpocﬁ' Cpo

ou les fleches — sont des morphismes d’algébres de Hopf
injectifs pour le coproduit de contraction.
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L'algébre de Hopf des foréts préordonnées
Foréts préordonnées Algébres de contraction non-commutatives

Morphisme dans I'algébre des mots tassés

Cnck est un comodule a gauche sur Cpp.
Remarque : Cyck n'est pas une algebre de Hopf. Par exemple,
3 3 3 3
Acho(ZKA“) _ g rneM +len W o
3
121V +12olt y1ig @13,

Alors 1413 ® 1% ¢ Cnok @ Cnek-
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L'algébre de Hopf des foréts préordonnées
Foréts préordonnées Algébres de contraction non-commutatives

Morphisme dans I'algébre des mots tassés

Dans [FU], L. Foissy et J. Unterberger prouve le théoreme
suivant :

Théoreme

@ Soit n > 0. Pour tout (F, o) € Fy,, soit Sg 'ensemble des
permutations 0 € ¥, telles que pour tout a, b € V(F),
(a— b) = (0~"(c(a)) < 0 "(o(b))). Posons :

H, — FQSym
©:4 FeFuy, — Y 0.
0eSF
Alors © : H, — FQSym est un morphisme d’algébres de
Hopf homogéne de degré 0.

© La restriction de © a Hy, est un isomorphisme d’algébres
de Hopf graduées.

Anthony Mansuy
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L'algébre de Hopf des foréts préordonnées
Foréts préordonnées Algébres de contraction non-commutatives

Morphisme dans I'algébre des mots tassés

Soit n € N*. On note Surj, 'ensemble des applications
7:{1,...,n} — N* telles que 7({1,...,n}) = {1,..., k} pour
un certain k. On représente 7 € Surj, par le mot tassé

(r(1)...7(n)).

On note WQSym" I'espace vectoriel dont une base est donnée
par 'union disjointe des ensembles Surj,. WQSym* est une
algébre de Hopf (introduite dans [NT]) :

@ Le produit de 7 et w est donné en décalant les lettres de w
et en réalisant le battage de ces lettres avec celles de 7 :

(112)(21) = (11243) + (11423) + (14123) + (41123)
+(11432) + (14132) + (41132) + (14312)
+(41312) + (43112).
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L'algébre de Hopf des foréts préordonnées
Foréts préordonnées Algébres de contraction non-commutatives

Morphisme dans I'algébre des mots tassés

@ Le coproduit de 7 est obtenu en réalisant toutes les coupes
du mot représentant 7 en deux mots et en tassant ceux-ci :

Awasym+((21132))

= 1®(21132) + pk((2)) @ pk((1132))
+pk((21)) @ pk((132)) + pk((211)) @ pk((32))
+pk((2113)) @ pk((2)) + (21132) ® 1

= 1®(21132)+ (1) ® (1132) + (21) ® (132)
+211)®21)+ (2113)® (1) + (21132) ® 1.
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L'algébre de Hopf des foréts préordonnées
Foréts préordonnées Algébres de contraction non-commutatives

Morphisme dans I'algébre des mots tassés

Définition
Soit (F, o) une forét préordonnée de degré n et 7 € Surj,. Alors
on note Sf, ) 'ensemble des bijections ¢ : V(F)—{1,...,n}
telles que :

@ sive V(F), alors o(v) = 7(p(v)),

Q siv,vV e V(F), v — v, alors o(v) > p(V).

Exemples

Soit F = *V;® et 7 = (221). En notant les sommets de F par
*\,°, on a deux éléments o1, ¢o € S

O T O
L
N = W

3
2 et oo
1

AY
oo o
4oL
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Foréts préordonnées Algébres de contraction non-commutatives

Morphisme dans I'algébre des mots tassés

Théoréme
Considérons

Hpo — WQSym*

®:q (F,0)forétdedegré n — > card(Se ) T
TESUrjn

Alors :

@ ¢ : Hpy, — WQSym* est un morphisme d’algebres de Hopf
homogéne de degré 0.

@ La restriction de ® a Hpp, est une injection d'algebres de
Hopf.
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L'algébre de Hopf des foréts préordonnées
Foréts préordonnées Algébres de contraction non-commutatives

Morphisme dans I'algébre des mots tassés

Exemples
@ Endegré 1:9(.1)=(1).
@ Endegré 2:

S(e1.1)=2(11), D(.1.2)=(12)+(21), P(15) = (ab).
@ Endegré 3:

ver) = B6(111) oCV') = (122) +(212)
o(l7) = (231) (V) = 2(221)
®(13.,) = (212)+2(221)
d(.13) = (213)+(123) + (132)
d(.113) = (123)+(213) +(231)
(1 1 2) = 2[(112)+(121)+(211)]
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Algebres de greffe
L'opérade bigreffe

Algébres bigreffes Théoréme de rigidité

Dans son article Random walks on R and ordered trees : First
applications, F. Menous introduit les deux opérateurs de greffe
suivants : Ty ... T, forét ordonnée de degré n.

B~ (Ty...Ty) = BH(Ty...Ty) =
T2T3 Tk
T1T2 Tk
n+1
n+1 T1

Exemples

2
B-(13.0) = "
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L'opérade bigreffe
Algébres bigreffes Théoréme de rigidité

Soit Tg = Up>1Tg(n) 'ensemble des arbres défini
récursivement par :
@sin=1,Tg(1)={.1},
@ sin>2,soient Ty,..., Tx € Ui<j<p—1Tg(f) dont la somme
des degrés est n— 1, et considérons les nouveaux arbres
B~(Ty...Ty) et BT (Ty... Tg).

Exemples
2 3 1 3 2 2 ! 1 2 23 4 ?K/‘i 13 4 ;L/4 12 4
.1,1%,1%,\/1 7\/’27}?7}:137I§7X/37\V1 ) 37\V27 37%7

3 2 2 1 2

> 32 3 2 3 11 3 21 2 32
42 4 4 Y4 Y1 3 YZ 3 YS 1 14738

17 1 1 4, 4 94, 4 904, ¥4,
M,\}

J;<;
NN w
e
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Algébres de greffe
L'opérade bigreffe
Algébres bigreffes Théoréme de rigidité
Notons B l'algébre engendrée par Tg, graduée par le nombre
de sommets.

Proposition

La série formelle Fg(x) associée a B est donnée par :

T4+ x—vV1—-6x+x2

Fg(x) Ix
Voici quelques valeurs numériques :
n{1/2,3|4]| 5 6 7 8

B11[2] 6 |22 90 | 394 | 1806 | 8558
811 3[11[45[197 | 903 | 4279 | 20793

Théoréeme
@ B est une algébre de Hopf (pour le coproduit de coupe).

@ B est libre (librement engendrée par Tg), colibre et
auto-duale.
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L'opérade bigreffe
Algébres bigreffes Théoréme de rigidité

On définit deux opérations sur B :
@ une greffe a gauche sur la racine -: B® B — B,
@ une greffe a droite sur la racine <: B® B — B.

2 or4 v4
cle2 > E? = 1\I}35 1 =< 1\/23 = ° 15
2 ar4
18 #3
-115 = .1 = VE 12 < 413 = 2%5
1 3y ,4
24 24 2473
15 - I?-s = K/:3 o5 [ o102 < 1 = .1 Yg
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L'opérade bigreffe
Algébres bigreffes Théoréme de rigidité

Définition-Proposition

B est une algébre bigreffe, c’est-a-dire un espace vectoriel A
muni de trois opérations *, -, <: A® A — Atelles que pour tout

X, ¥y, Z€A:
(xxy)=2z = x=(y=2),
(x=y)xz = x=(y=2),
(x<y)<z = x=<(yx2),
(xxy)<z = xx(y=<2),
(x=y)<z = x=(y=<2),

(xxy)xz = xx(y=2).
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Algebres de greffe
L'opérade bigreffe

Algébres bigreffes Théoréme de rigidité

Théoréme
B est engendrée comme algébre bigreffe par 'élément ..

Remarque : B n’est pas librement engendrée comme algébre
bigreffe par I'élément ., : par exemple,

2
o1 -<(-1 -<.1):£‘;3 = o1 -<(.1 >-.1).
Nous allons chercher a décrire :
@ |'algébre bigreffe libre a un générateur.
@ I'opérade bigreffe associée a la notion d’algebre bigreffe.
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Lopérade bigreffe
Algébres bigreffes Théoréme de rigidité

Définition-Proposition

Lopérade bigreffe BG est 'opérade binaire, quadratique et
réguliere engendrée par trois opérations binaires m, -, <
satisfaisant les relations suivantes :

(= o(m,)— > o(l,>),
mo (>, )= > o(l, m),
< o(=, )= =< o(l, m),
<o(m,l) —mo (I,<),
<o(>,)— > o(l,=<),
mo (m,l)—mo (I,m).

\
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Algebres de greffe
Lopérade bigreffe

Algébres bigreffes Théoréme de rigidité

Notons H/ la K-algébre des arbres plans dont les arétes
sont décorées par / ou r. C’est une algébre de Hopf pour le
coproduit de coupe.

Définition
Introduisons I'opérateur de greffe Bgg : HYox ® Hioie — Hliok
défini par :

Bgg(F1...Fp® Gy ...Gq) =

F1 FpGl Gq

ou Fy,...,FpetGy,..., Gy sont des arbres appartenant a
I
Hick-
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Lopérade bigreffe

Algébres bigreffes Théoréme de rigidité

Bgc(1® 1) . Bgg(- ®1) = v
BBG(' & .) = BBG(1 & . .) = N
BBG( V. ® 1) = //K/’ BBG(' QXU ) = /\}’I
BBG(" ® 1) = N BBG(' ®-.) = ’\d/
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Algebres de greffe
Lopérade bigreffe

Algébres bigreffes Théoréme de rigidité

Soit Tpg = Un>1Tpg(n) 'ensemble des arbres < HY, ) défini
récursivement par :

@ sin= 1, TBg(1) = {.},

@ sin>2,soient Ty,..., Tpiq € Ui<i<n—1Tpg(n) dont la
somme des degrés est n — 1, et considérons le nouvelle
arbre Bpg(T1 ... Tp @ Tpiq ... Tpiq)-

U N N A T N NS NS N

/8 S Y ) (Y 4 R ) (R 4 /I I U
AV A/ A V/ N A/ SR A V/ S A/ S AV/ R AV/ B AV/ S AV/ S AV/ S AV
PR R A T B S S B A B S B A B G R S R
[ tr 0 r U tr o lr
JAV/ RN A V/ Y V/ER AV/ R AV/ 2 A V/ S VA ¢ A GRS ¢ SR ¢ A ¢ A § G 0 g
YN Yy Y B
P R A N S A I AR B A B A B A B R B A B A L A B
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Lopérade bigreffe
Algébres bigreffes Théoréme de rigidité

Notons Hpg I'algébre engendrée par Tgg, graduée par le
nombre de sommets.

Proposition
Les séries formelles associées a Hgg sont données par :

3

Fgo(X) = 1 27x\\
_ 2! : =lfes
1+ 4cos <3arcsm( ) ))
4 1 27
Thge(X) = §sin2 (3 arcsin (\/ 4X>> :

n |1/2] 3|4 5 6 7 8 9
,';'BG 1127 |30|143| 728 | 3876 | 21318 | 120175
f,','I 5611 |3|12|55|273 | 1428 | 7752 | 43263 | 246675
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Lopérade bigreffe

Algébres bigreffes Théoréme de rigidité

On peut démontrer que (Hgg, Bgg) est un objet initial dans la
catégorie des couples (A, L) ou A est une algébre et
L: A® A — Aune application linéaire.

Théoreme

Il existe une structure d’algébre de Hopf "universelle" sur Hgg
muni de I'opérateur Bgg, le coproduit étant donné par les
coupes admissibles.

Exemples

I I I
AHBG(/Rfr) = /Rfr ®1+1®Ibr + .0 N
+v or +.0l +. 91 +1.®.

En particulier, Hgg est une sous-algébre de Hopf de HK,CK.
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Définition
Soient F=F;...F,,G= Gy ... Gy deux foréts € Hgg avec
Fi = Bgg(F{ ® F?) et G = Bpg(G}, ® G2,). On pose

G~ F = Bpg(GF{ @ F2)Fs...Fp,
G<F = Gj...Gpn_1Bgs(Gl, ® GF).

On définit ainsi deux opérations >, < sur I'idéal d’augmentation
MBG de HBG-

Ir - I = rl&/r Ir v < I = I I\}rf
/
Now o= Yl <. = '
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@ (Mpg, m, >, <) est librement engendrée comme algébre
bigreffe par ..

@ La composition o de BG peut se définir récursivement en
terme de foréts appartenant a Mpgg.

Exemples
Soient F4, F», F3 trois foréts appartenant a Mgg.

..O(F1,F2) = F1F2
Vo(F,F) = Fi-Fo
Fo(F,FR2) = F<F

-V o(Fy,Fo,F3) = Fi(F2 > F3)

)
)

Nroo (F1,F2, 3) = (F1 = F2) < F3
U oo(Fi,Fa,Fa) = (Fi>Fa)>Fa
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Théoréeme

@ Lopérade bigreffe duale BG' de BG est 'opérade
quadratique engendré par trois opérations binaires m, -, <
satisfaisant les relations suivantes :

= o(m,)— = o(l, =), = o(>, 1),
mo (>, 1)— > o(l,m), = o(=, ),
< o(=<,N)— < o(l,m), of mo (<, 1),
<o(m,l)—mo(l,=<), < o(l, <),
(>, - O(/ <), <o(l,>-),

( mo(m,l)—mo(l,m), mo (I,-).

@ Lopérade bigreffe BG est Koszul.
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Algébres bigreffes Théoréme de rigidité

Considérons le coproduit de déconcaténation sur Hgg : si
F e Hgg,

Auss(F)= ) FeF.
FiFo=F

Proposition-Définition

(Mgg, m, >, <, A 4ss) est une bialgébre bigreffe infinitésimale,
c’est-a-dire une famille (A, m, >, <, A 455) oU

m=, <A A— A A : A— A® A, avec les relations
suivantes :

@ (A, m, =, <) est une algébre bigreffe.
@ Pourtout x,y € A:

Auss(xy) = (x@1)Aass(y) + Bass(x)(1@y) +x®Y,
Agss(x = y) = (x®1) = Ayss(y),
Auss(x <y) = Auss(x) < (1®Y).
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Proposition-Définition
Pour toute bialgébre bigreffe infinitésimale, sa partie primitive
est une L-algébre, c’est-a-dire une famille (A, >, <) ou
=, =<: A® A — A vérifient la relation suivante : pour tout
X,y,Z €A,

(x=y)<z=x=(y=<2)

En particulier, la partie primitive Pgg de Mgg est une L-algébre.
Plus précisément,

Théoréme
(Pgg, -, <) est la L-algébre librement engendrée par ..
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On a un foncteur naturel (=) : {BG — alg} — {L£ — alg}
associant a une 5G-algébre (A, m, >, <) la L-algébre (A, -, <).
On définit le foncteur adjoint algébre bigreffe enveloppante
universelle Ugg(A) d’une L-algébre (A, -, <).

Théoreme

Etant donné une bialgébre bigreffe infinitésimale A, les
assertions suivantes sont équivalentes :

@ A est une bialgeébre bigreffe infinitésimale connexe,
@ A est colibre parmi les coalgébres connexes,
@ Aestisomorphe & Upg(Prim(A)) comme bialgébre bigreffe
infinitésimale.
En particulier, (voir [Lo])
Théoréme
(Ass, BG, L) est un bon triplet d’'opérades.
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