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TD1

Espaces vectoriels

Sauf précision supplémentaire, K désigne un corps qui est soit Q, soit R, soit C. La lettre E désigne
un K-espace vectoriel.

Rappels de cours

Définition d’'un K-espace vectoriel. Exemples de K". Autres exemples. Définition d’un sous-
espace vectoriel.

Savoir faire : Comment montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E ?

Somme et intersection de 2 sous-espaces vectoriels. Sous-espace vectoriel engendré par une
famille de vecteurs (notation Vect).

Famille de vecteurs libre/liée, famille génératrice de E. Base de E. Théoréme d’existence et de

méme cardinalité des bases (" Théoréme de la base incomplete”). Dimension de E. Exemple de
K".

Savoir faire : Comment montrer qu’une famille est libre? génératrice? une base?

Soient F, G deux sous-espaces vectoriels de £. Dimension de F' + G. Définition de F' et G sont
en somme directe. Sous-espaces vectoriels supplémentaires dans . Base de FF & G.

Savoir faire : Comment montrer que F& G =FE ?

Produit cartésien d’espaces vectoriels. Base et dimension de E x E’.
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Exercice 1
Pour chacun des sous-ensembles suivants de R2 :

e Tracer la figure dans un repére du plan.
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e En prenant 2 vecteurs 4 et ¥ appartenant au sous-ensemble, tracer @+ (faire plusieurs exemples).

e En prenant un vecteur @ du sous-ensemble et un nombre A € R, tracer i (faire plusieurs

exemples).

e Est-ce un sous-espace vectoriel de R? ?

e Vérifiez en utilisant une équation donnant le sous-ensemble.

1. La droite passant par 'origine et de pente 1.
2. La droite passant par (0,1) et de pente 1

3. Le cercle de centre (0,0) et de rayon 1.

4. L’union de 'axe des abscisses et de 'axe des ordonnées.

Exercice 2

Les ensembles E suivants, munis de leurs opérations usuelles, sont ils des R-espaces vectoriels 7

a 1,y,2) ER3, x+y+z=0et z—3y =0} ;

(
b) {(z,y,2) €ER3, —z + 3y + 2z =0} ;
( xy > 0} ;

(r,2+y,z+y+2) €R3 (2,y,2) € R3} ;

z,y,2) €R?,
d
e) {f:R — R monotone } ;

)
)
5
)
)
B

el e e e T e T

(tn)nen € RY bornée } ;

g) {f:R—=R; f(1) =0} ;

h) {f:R=R; f(2)=3f(4)};

i) {P eR[X]; P(1) = P'(1) =0} ;

i) {(un)neny € RN, Vn € N, w0 = 3upir +

2up} ;

k) {(Z Z),a+d20}.

Exercice 3
On définit les sous-ensembles suivants de R3:

E={(z,y,2) €R3 2z 4+y—2=0}

. F={(z,z,—x) € R3 z € R}.

a) Montrer que E et F sont des sous-espaces vectoriels de R? et déterminer E N F.

b) On pose u = (1,—1,1) et v = (3,1,7). Montrer que Vect(u,v) C E. A-t-on égalité?

Exercice 4
On considere les trois vecteurs suivants de R3 :

u=(1,21), v= (1,1,

-1,

w=(3,4,—1).

Soit G' = Vect(u, v, w) le sous-espace vectoriel de R? engendré par les vecteurs u, v et w.

1. Soit (z,y,2) € R3. Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur z, y et z pour

que le vecteur (x,y, z) appartienne a G.

2. Le vecteur (2,3, 1) appartient-il & G?
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Exercice 5
Dans R3, on pose :

F =Vect((2,3,-1),(1,-1,-2)) et G = Vect((3,7,0), (5,0, —7)).

Montrer que F' = G.

Exercice 6
Dans 'espace F(R,R), on pose :

fe(z) = cos(kx) ; gr(x) = cos®(x).
a) Démontrer par récurrence sur n € N qu’il existe un polynéme 7;, tel que :
Vz € R, cos(nz) =T, (cos(x)).
Montrer qu’on a la relation Tj,42(X) = 2XT),4+1(X) — Th(X).
b) Expliciter Ty, Th, >, T3, et préciser le degré et le coefficient dominant de 7T,.

¢) En déduire I'égalité des sous-espaces Vect(fo, f1,.-., fn) = Vect(go,g1s---,9n)-

Exercice 7
1. Soit E un espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels de F.

Montrer que F' N G est un sous-espace vectoriel de E.
2. Soit F = {(z,y) €eR? z4+y=0} et G={(z,y) €R? z—2y=0}.
(a) Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R2.
(b) Trouver un vecteur générateur de F' et de GG, puis représenter graphiquement F et G.
)
)

(c

(d) Décrire les sous-espaces vectoriels F' + G et F'NG.

F U G est-il un sous-espace vectoriel de E7 Justifier votre réponse.

Exercice 8
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E un K-e.v.. Montrer que F'U G est un sous-espace
vectoriel de F si et seulement si F' C G ou G C F.

Exercice 9
1. Soient F' et G des sous-espaces vectoriels de . Montrer que :

FNG=F+G& F=G.

2. Soient F', G et H trois sous-espaces vectoriels de . Montrer que :

FCG=F+(GNnH)=(F+G)n(F+H).
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Exercice 10
Les familles suivantes sont-elles libres ou liées dans E7

a) ((1,1,0),(0,1,1)) (ot E = R3); d) fi :z = M ot \p < oo < A, (on
E = F(R,R));

b) ((1,-1,0),(0,1,—1),(1,0,—1)) (o E = R3);

e) (3,X2+1,X5-3X?%+2) (o E =R[X]);
c) fi:x s> coslx, fo:x s cosmw, f3:ax 1

(ou E = F(R,R)); £) (XX = 1)" F)iepon (00t B =R[X]).

Exercice 11
Soit F un R-espace vectoriel. Soient a,b,c € E. On pose :

u=b+c,v=c+a, w=a-+b.

Montrer que :
(a,b, c) est libre < (u,v,w) est libre.

Exercice 12
Soient e; = (1,1,2,2), ea = (1,1,1,1), e3 = (1,2,3,4), e4 = (1,—1,1,1).

a) Montrer que (e1, e, e3,e4) est une base de R*.

b) Quelles sont les coordonnées de (4, 3,2,1) dans cette base.

Exercice 13
Soit n € N. Notons F le K-espace vectoriel des polynémes a coefficients dans K de degré inférieur ou
égal a n.

1. Soient Py, Py, Py, ..., P, des polynomes de degrés (strictement) égaux a 0,1,2,...,n respective-
ment. Montrer que {FPy, P1, Pa, ..., P,} forment une famille libre de E.

2. Trouver une famille génératrice de E avec n + 1 éléments. En déduire la dimension de F.
3. Que peut-on dire sur la dimension de I’espace vectoriel formé de tous les polyndémes?

4. En déduire que le K-espace vectoriel des fonctions de K dans K n’est pas de dimension finie.

Exercice 14
a) Soit n € N et a € K. Montrer que la famille ((X — a)*)o<p<, est une base de K, [X], et calculer
les coordonnées de P € K,,[X] dans cette base.

b) Soit n € N, ag,...a, € K des éléments deux & deux distincts. On note L; le i-éme polynéme de
Lagrange associé aux a;, défini par L; € K,,[X] et L;(a;j) = ;.

Montrer que la famille (L;)o<i<n est une base de K, [X], et calculer les coordonnées de P € K,,[X]
dans cette base.

Exercice 15
Dans R3, soient u = (1,0,2), v = (1,1,2), w = (1,2,2), t = (2,2,2).

a) Montrer que (u,v,w,t) est générateur de R3.

b) En extraire une base de R3.



Université de Reims Champagne-Ardenne Master 1 MEEF - Algebre

Exercice 16
Compléter en une base de R* la famille (eq, e3) avec e; = (1,1,1,1) ey = (1,1, -1, —1).

Exercice 17
Déterminer une base et la dimension des espaces vectoriels suivants :

a) By ={(z,y,2) ER3, —x+3y+2 =0} ; a b 0
5 e) F5 = b a 0 € M3(R), a,b,c € R 3;
b) Ey = {(z,y,2) € R’ x+y+2z=0et -3y = c 0 a+b
0} ;
C) E3 = {(x,y,z,t) € R47$+y = an+z = f) Eﬁ:{UERN’VHGN,UTHQ:Un+1+6UTL};
0,z+t=0,t+x=0};
d) By ={P € Ry[X], P(1) =0} ; g) By ={y e C'(R,R)|y" — 2y + 5y = 0}.

Exercice 18
Soit E le R-espace vectoriel des fonctions de R dans R.

1. On note f, . la fonction définie par
fape(x) = asin(x) cos(2x) + bsin(2z) cos(z) + csin(x) .
On pose F' = {fupc | a,b,c € R}. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

2. Développer sin3(:v) pour vérifier que la fonction sin® appartient & F.

En déduire que Vect(sin,sin®) C F.
3. Montrer que F = Vect(sin, sin®).

4. Montrer que {sin,sin®} est une base de F.

Exercice 19
Dans R?*, on considere les vecteurs suivants : u; = (1,0,1,0), ug = (0,1,-1,0), ug = (1,1,1,1),
ug = (0,0,1,0) et us = (1,1,0,—1). On note F' = Vect(u1,uz,uz), G = Vect(ua,us) et H = Vect(ua).

1. Décrire par des équations (linéaires homogenes) les sous-espace vectoriel F', G et H.
2. Montrer que la famille {u1, us, u3,us} est une base de R*.

3. En déduire que F N H = {0}, et ensuite que R* = F & H.

4. Exprimer us dans la base {u1, us, us, us}, et en déduire une description de F N G.

5. Calculer, notamment a 'aide de la question précédente, les dimensions de F, G, F+G et FNG.
Vérifier dans cet exemple particulier une formule que vous connaissez.

Exercice 20
Dans le C-espace vectoriel C2, on note :

F={(z,y,2) €C®| 2z —y+32=0},

G={(z,y,2)€C®|FacCtelquer=a, y=a, z=—2a},
H={(z,y,2) €C3|3a,becCtelquez =a, y=>b, 2= —3a+b} .
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1. Donner la dimension et une base de chacun des sous-espaces vectoriels F, G, H.
2. Montrer que C?> = F @ G.

3. Montrer que G C H. Peut-on en déduire que C? = F + H? Peut-on en déduire que C3 = F@ H?

Exercice 21
Dans R*, on consideére u = (1,2,1,0) et on note F' = Vect(u) et G = {(z,y,2,t) € R* | y —t = 0}.
Montrer que F et G sont supplémentaires dans R%, c’est-a-dire que R* = F @ G.

Exercice 22
Montrer, dans chacun des cas suivants, que F' et G sont deux-sous-espaces vectoriels supplémentaires
dans F :

a) E=R[X], F={P eR[X]; P(1) = P(2) =0} et G =Ry[X].
b) E = F(R,R), F =P l'ensemble des fonctions paires et G = Z I’ensemble des fonctions impaires.

c) E = {(un)nen € RY convergente}, F' = {(up)neny € RY de limite nulle} et G = {(up)neny € RY
constante}.

Exercice 23
Dans E = C!([0,1],R),, on pose :

1
F:{fEEj/ f=0,f(0)=0, f(1)=0} ; G={xr> ao+az+aw?® ap,a1,as € R}.
0

Montrer que F' et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de F.



