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Dans toute la suite, K désigne soit Q, soit R, soit C.

TRAVAUX DIRIGES 1. ESPACES VECTORIELS ET SOUS-ESPACES VECTORIELS

Exercice 1
Sur I'ensemble, ' = R, on définit deux lois L, * par :
Y(z,y) € E* v Ly=ayet V(\,z) ERx E, A xz = 2.

1. Vérifier que L est une loi de composition interne sur E et que * est une loi de composition
externe sur E.

2. Montrer que (F, L, %) est un R-espace vectoriel. Préciser son élément neutre Og et 'opposé
(le symétrique) d'un élément = € E.

Exercice 2
On pose E = R2.
1. On munit F des lois [ et - définies par :

{ ¥((a,b), (c,d)) € E?, (a,5)0(c,d) = (a + ¢,b + d).
YO\ (a,0)) € R x B, X-(a,b) = (A2a, \2D).

Est-ce que (E£,0, ) est un R-espace vectoriel?
(On donnera parmi les 8 propriétés définissant les espaces vectoriels, celles qui sont
vérifiées et celles qui ne le sont pas).

2. On munit £ des lois + et - définies par :
V((a,b),(c,d)) € E?, (a,b) + (¢,d) = (b+d,a+c)
V(A (a,0)) € R x E, A-(a,b) = (Aa, \b).

Est-ce que (E, +,-) est un R-espace vectoriel?

(On donnera parmi les 8 propriétés définissant les espaces vectoriels, celles qui sont sat-
isfaites et celles qui ne le sont pas).

Exercice 3



On munit I'espace R? de I'addition habituelle z + y, € R?, y € R?, définie par,
(w1, @2) + (y1,92) = (@1 + Y1, 32+ 12), = (z1,22) €R®, y = (y1,12) € R?,
et de la multiplication par un réel A x z, A € R, z € R?, définie par,
Ax (11, 72) = (A\11,0), N ER, 2= (11,72) € R

Vérifier que (R?, +, %) n’est pas un espace vectoriel sur R (On donnera parmi les 8 propriétés
définissant les espaces vectoriels, celles qui sont vérifiées et celles qui ne le sont pas).

Exercice 4
L’ensemble R* est noté E. Sur £/ x E on définit une loi interne + par :
(z,y) + (2,t) = (xz,y + 1), (r,y) EEXE, (z2,t)eEEXE
et une loi externe (a gauche) sur R x E par
A (z,y) = (2" y), (z,y) EEXE, MeR
1. A-t-on la propriété de distributivité suivante ?
At p)-(zy) =A-(2,y) + p- (2,9).
2. Méme question avec la loi externe - définie par:

A (zy) = (a* M\y), (w,y) €eEXE, AeR

Exercice 5

Soient E et F' deux K—espaces vectoriels. On définit sur £ x F les lois addition et multiplication
externe (& gauche) respectivement par:

(@ )+ @ ") = (@ +2"y +y") et Az,y) = Az, Ay).

Montrer que F X F' muni de ces deux lois est un K—espace vectoriel (appelé espace vectoriel
produit).

Exercice 6

Supposons que F soit un K—espace vectoriel et X un ensemble. Notons F(X, F) I'ensemble
des applications de X dans £. On muni F (X, E) des lois addition et multiplication externe (a
gauche) respectivement par:

(f+9)2) = f(z) +g(z), zeX, fgeF(X E),
A-f)@) = X flx), AeK, fgeF(XE).

Montrer que F(X, E) muni de ces deux lois est un K—espace vectoriel

Exercice 7



Examiner si les sous-ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels du R-espace vectoriel
de R™ (n a préciser).

Fy={(z,y,2) eR® |z +y =1}
Fy={(z,y,2) €ER* | x =00uz=0}

Fy = {(a—4b,a+ b,2a + 3b) € R | (a,b) € R?}
Fy={(z,y,2) eR® | 22 + > + 22 < 1}
Fs={(z+Ly+1lz—y) €R| (z,y) € R?}
Fs ={(z,y,2,t) e R* | at = yz}

Fr = {(z,y) € R? | |z = |y[}

Fy={(z,y,2) ER® |z +y+ 32 =0}
Fy={(z,y,2) eR3 |z -2y +2=1}
Fio=A{(z,y,2) e R* | y = 27}
Fiy={(z,y,2) R | z=00uy=0}
Fio={(x,y) e R* | z =y}

Fis={(z,y) e R? |z <y}

Exercice 8

Soit:
E={(z,y) e K*| 2 +y* =0}.

1. Supposons K = R. L’espace E est-il un sous-espace vectoriel de R? ?

2. Supposons K = C. L’espace F est-il un sous-espace vectoriel de C? ?.

Exercice 9
1. Le sous-ensemble suivant:
{AeM,,R)|Vji=1,...,q, a1; =0},
est-il un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel M,, ,(R) ?
2. Le sous-ensemble suivant:
{Ae M,(R)|Vi=1,...,n, Vj=1...,n, a;; = —a;;}

est-il un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel M,,(R) ?
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Exercice 10
1. On considere les sous-ensembles F' et G de R3 définis de la maniere suivante :
F = {(x,y,z) eRrR? | m+y+z:0} et G = {(:E,y,z) e R? | x:yzz}.

Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R3. Déterminer F' N G et vérifier
qu’il est un espace vectoriel ?

2. Meémes questions avec
F={(z,y,2) ER* |z +y—2=0} et G={(z,y,2) R’ | 2 =0}.
3. Meémes questions avec

F={(z,y,2) ER* |z —y+2=0} et G={(2,y,2) ER* |z —y=0}.

Exercice 11

Examiner si les sous-ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels du R-espace vectoriel
RIX].

G ={P € R[X] | deg(P) <5}
Gy ={P € R[X] | P(0) =0}
Gs ={P e R[X] | P(0) =2}.

Exercice 12

On considere F (R, R) l'espace vectoriel sur R des fonctions f définies de R dans R, muni de
I’addition et la multiplication par un réel habituelles.

1. Rappeler quel est I'élément neutre de 1’addition.

2. On définit £ comme 'ensemble des fonctions f définies de R dans R, telles que f(0) = 1.
Est-ce que E est un sous-espace vectoriel de F(R,R) ?

Exercice 13

Pour tout a € R, on pose

Fo={y € DR,R) [y —ay =0}
avec D(R,R) 'ensemble des fonctions de R dans R dérivables. Montrer que F, est un sous-
espace vectoriel de D(R,R). On admettra ici que D(R,R) est un R—espace vectoriel.

Exercice 14

Le sous-ensemble de F (R, R) suivant est-il un sous-espace vectoriel ?

{f:R—R| f est paire} .
Exercice 15

Montrer que la partie de F([a, b],R) suivante est un sous-espace vectoriel :

G = {feco([a,b],R) \ /abf(t)dt:()}



