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Calcul matriciel

Opérations sur les matrices

Exercice 1
1. Soient trois matrices A, B et C' a coefficients réels définies par:

1 3 2 1 4 1 0 2 2 -11
A= -2 1 3 B=|2 1 -11 c=11 3 1 0
4 3 -1 1 -2 1 2 2 -4 -1 3

(a) Calculer 34 et B — 2C.
(b) Calculer AB et AC. Que remarque-t-on?
(c) Calculer A2.

2. Soient les trois matrices A, B et C' € M3(R) définies par:

2 -3 -5 -1 3 5 2 -2 4
A= -1 4 5 B = 1 -3 =5 c=| -1 3 4
1 -3 -4 -1 3 5 1 -2 -3

Calculer AB, BA, AC' et C'A. Que peut-on remarquer?

Exercice 2
Soient A, B,C et D quatre matrices définies par:

2 1 3 -1 0 3 -2
A:(Z;’_ﬁ) B=| -4 0 1 C=|( 4 2 0 1 D:<_32 _Z;L)
3 -1 -2 3 1 —4 -3

1. Vérifier par le calcul que (A + D)C = AC + DC.
2. Vérifier par le calcul que (AB)C = A(BC).
3. Calculer 'C*A et vérifier que '(AC) =t C* A.

Exercice 3

1. SoitAz(l 2

3 4 > Déterminer toutes les matrices B carrées d’ordre 2 vérifiant: AB = BA.

2. Déterminer toutes les matrices diagonales M d’ordre 2 telles que: M? — M — 21 = 0.

3. Déterminer toutes les matrices diagonales M d’ordre 3 telles que: M3 — 2M? — 5M + 613 = 0.

Exercice 4
Soit n un entier supérieur ou égal & 2 et A et B deux matrices de M, (R) telles que A2 = A et B? = B.

1. On suppose que I'on a AB = —BA. Montrer que 'on a AB = —ABA puis AB = BA.
En déduire les égalités AB = BA = 0.

2. Démontrer 1’équivalence suivante: (A + B)? = A+ B < AB = BA=0.
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Matrices carrées inversibles

Exercice 5
Déterminer l'inverse des matrices suivantes, quand cette matrice inverse existe:

1 2 1 4 -2 =2 2 2 3 1 0 2
A= 1 -2 3 B=|1 1 =2 C= 1 -1 0 D = 3 -1 1
2 1 5 2 -4 2 -1 2 1 -2 4 3

1 1 1 1 1 -2 1 2 -1 1 1 1

1 1 -1 -1 2 2 2 1 1 -1 1 1

E= 1 -1 1 -1 F= 4 3 4 -1 G= 1 1 -1 1

1 -1 -1 1 1 -2 1 3 1 1 1 2

Exercice 6
Soit a un réel donné. On pose:

a 1 1 1 -1 2 1 1 -1
A= 1 o 1 B = a l—-a 2a-2 C = 2 3 «
1 1 «o 2 « —3a—1 1 o 3

Pour quelle(s) valeur(s) de « les matrices A, B et C sont-elles inversibles? Dans ce cas, calculer leurs
inverses.

Exercice 7
Pour chacune des matrices suivantes, vérifier que ’on a bien 'égalité demandée et en déduire si elle
est inversible. Donner alors son inverse.

-1 2 2 1 0 0
(HA=(2 -1 2|, A2-93=0. (2)B=[6 -5 6]|,B>+B—2I;=0.
2 —1 3 -3 4
11 1 1 10
B)yC=[1 -1 1|,C3-C?-20C+4I3=0. 4D=[1 1 0],D*-2D=0.
-1 1 1 -1 1 2
SR L1
G)E=1] 01 , E? —2E — 31, = 0. 6)F=(1 1 1], F?>-3F=0.
1110 b
Exercice 8 1 3 2
On considere la matrice A définie par: A= 1 2 2
1 31

1. Vérifier que A est inversible et calculer son inverse.
2. Calculer A% — 4A% — 6A. En déduire une expression de A~! en fonction de A et de I3.

3. Résoudre le systeme linéaire (.5) suivant:

z + 3y + 2z = 0
r + 2y + 22 = -1
z + 3y + 2z = 2
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Exercice 9 4 1 1
Considérons la matrice A définie par: A=| 1 4 1
1 1 4

1. Calculer A% et montrer qu'il existe deux réels « et 8 tels que A% = aA + SI;.
2. En déduire que la matrice A est inversible et déterminer A~

3. Résoudre le systeme linéaire (.S) suivant:

4 + y + z = -1
r + 4y + z = -2
z + y + 4z = 3

0 0 1 -1
-2 1 2 -1
2 -1 -1 0
3 -2 -2 0

Exercice 10
On considere la matrice J =

1. Calculer J2, J3, J%. Que peut-on en déduire sur J* pour k > 47
2. Développer l'expression (I + J)(I —J + J? — J3).

3. En déduire que la matrice (I 4 J) est inversible et expliciter son inverse.

Exercice 11 a+1 —-a  —a
Pour tout réel a, on définit la matrice N(a) = a —a+1 —a
0 0 1

1. Soient a et b deux réels. Déterminer le réel ¢ tel que N(a)N(b) = N(c).
2. A quelle condition sur ¢ a-t-on N(c) = I3?

3. En déduire les conditions sur a pour que N (a) soit inversible et expliciter le cas échéant (N (a)) ™.

Puissance d’une matrice carrée

Exercice 12
Calculer la puissance n-ieme de chacune des matrices suivantes, pour tout entier naturel n:

1 01 1 -2 —6 0 —1 010
A=10 0 0 B=|-3 2 9 C:<1 0) D=0 0 1
1 01 2 0 -3 1 00
Exercice 13 1 3 2
Soit M la matrice définie par M = | 0 1 2 | et soit J la matrice définie par J = M — I3.
0 01

1. Calculer J, J? et J3. En déduire, pour tout k € N*, J*.

2. A l'aide de la formule du binéme de Newton, calculer M™ pour tout n € N.
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Exercice 14
On considere les matrices suivantes:

2 6 -2 -4 6 =2
A= -2 6 2 et B=| -2 0 2
-1 =3 10 -1 -3 4

1. Déterminer le réel a tel que A = al3 + B. Calculer B? et B>.

n(n — 1)a™ 2
2. Montrer que, pour tout n € N, A" = a™I3 +na" ' B + (2)

3. A Taide de la formule du bindme de Newton, retrouver la valeur de A™.

B2.

Exercice 15
On consideére les trois matrices suivantes:

-1 2 2 2 -1 -1 1 111
A= 2 -1 2 P:3 -1 2 -1 Q:§111
2 2 -1 -1 -1 2 11 1
1. Calculer P%, Q?, PQ et QP.
2. Déterminer deux réels a et b tels que A = aP + bQ).
3. Montrer que, pour tout entier naturel n, A™ = a"P + b"Q.
Exercice 16
On considere les matrices a coefficients réels suivantes:
2 0 1 1 00 -1 0 1
A=10 3 0 I=]1 010 J = 0 0 O
1 0 2 0 01 1 0 -1
1. Exprimer A sous la forme ol 4+ 8J, ot a et  sont deux réels.

2. Déterminer J™ pour tout entier naturel n.

3. En déduire 'expression de A™.

Exercice 17
Soit P une matrice carrée telle que P2 = P.

1. Montrer que si P est inversible, alors P = I. Donner un exemple de matrice P qui n’est ni nulle
ni égale a I.

2. Montrer que la matrice Q = I — P vérifie aussi Q> = Q.
3. Montrer que PQ = QP = 0.

4. Calculer (I + P)™ pour tout entier naturel n.

Exercice 18
Soit A € M,,(R) une matrice telle que A% = 0.

12
Pour tout ¢ € R, on définit la matrice E(t) = I +tA + 5142.
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1. Montrer que, pour tout (¢,¢') € R?, E(#t)E(t') = E(t +t').
2. Calculer E(t)E(—t). En déduire que la matrice E(t) est inversible et expliciter son inverse en
fonction de I, A, A2 et t.
3. Exprimer E(2t), E(3t), E(4t), E(5t) en fonction de E(t). Quelle formule peut-on conjecturer?
Démontrer cette formule.
4. En déduire I'expression de (E(t))" en fonction de I, A, A2, t et n.
Exercice 19 1 0 O
On considere la matrice A= [6 —5 6
3 -3 4
1. Montrer que, pour tout entier naturel n, il existe un réel a, tel que:
1 0 0
A" = | 2a, 1-2a, 2an,
A, —ay, a, +1
2. Montrer que (ay) est une suite arithmético-géométrique.
3. En déduire a,, puis A™ en fonction de n.
Exercice 20 1 -3 6

On donne la matrice A= |6 —8 12

1.

2.

3.

4.

3 -3 4
Calculer A2 et déterminer deux réels a et b tel que A? = aA + bls.

Montrer que, pour tout entier naturel n, il existe un réel a,, tel que:

1 2

Vérifier que (a,) est une suite géométrique.

En déduire les expressions de a,, puis de A" en fonction de n.

Exercice 21 01 1
On considére la matrice A= |1 0 1
1 1 0

Vérifier que A% = A + 2I3. En déduire que A est inversible et déterminer son inverse.

Montrer que, pour tout n € N, il existe des réels u,, et v, tels que A™ = u, A+wv,13. On précisera
les relations de récurrence entre un41, Un, Unt1 €t Un.

On pose oy, = 2uy, + vy, et B, = up — vy,. Reconnaitre les suites (ay,) et (By).

En déduire u,, et v, puis A™ en fonction de n.
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Exercice 22 2 1 1
On considére la matrice A = 1 21
1 1 2

1. Calculer A%, Expliciter o et 3 tel que A? = aA + BIs.

2. Montrer par récurrence que, pour tout n € N, il existe a,, et b, tels que A" = a, A + b, I3.

Expliciter a,+1 et b,+1 en fonction de a, et b,. Que vaut ag, by, a1 et by?

-

Montrer que (ay)nen vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre 2.

5. En déduire les expressions de a,, et b, et enfin de A™ en fonction de n.

Exercice 23
On considere les matrices suivantes:

1 0 1
5 1 2 1 1 % 1 2 4 00
A=|-1 7 2], P=|1 -1 1), Q@=|= —= 01|, D=0 6 0
116 -1 1 (2) 2 00 8
2 2
1. Calculer PQ. Qu’est-ce qu’on peut en déduire?
2. Vérifier que A = PDQ.
3. Montrer que, pour tout entier naturel n, A™ = PD"(Q.
4. Expliciter A".
Exercice 24 2 -1 2 4 —4 2
On considere les matrices carrées de rang 3 suivantes: P=| 2 0 1 |etA=| 2 -2 2
3 1 0 3 —6 5

1. Vérifier que P est inversible et calculer P~
2. On pose D = P~1AP.

(a) Calculer D. En déduire, pour tout n € N*, D™.
(b) Montrer par récurrence sur I'entier n que pour tout n € N*, A® = PD"P~1,

(c) En déduire une formule donnant A™, pour tout entier n € N*.

Applications aux suites

Exercice 25 3 1 0
Considérons la matrice M = 0 3 2
0 0 3

1. Vérifier qu’on peut écrire M = 313 + N ou N est une matrice a déterminer.
2. Calculer N2, N® puis N* pour k > 3. En déduire M™ pour tout n € N.

3. Soient (Tn)neN, (Un)nen et (2n)nen trois suites réelles telles que g = 1, yo = 2, 29 = 7 et vérifiant
les relations de récurrences:
Tp+1 = 33371 + Yn
Yn+1 = Syn + 2Zn
Zn+l = 3zn
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In

(a) On pose X, = | yn |. Vérifier que Vn e N, X,,;11 = MX,,.
Zn

(b) Montrer que, pour tout n € N, X,, = M"™X.

(¢) En déduire x,, y, et z, en fonction de n.

Exercice 26
On considere les matrices suivantes:

1 -2 2 1 10
A= -1 0 1 et P=|(1 01
1 -1 2 011

1. Justifier que la matrice P est inversible et calculer son inverse.
2. Déterminer la matrice D telle que A = PDP~1.
3. Montrer que Vn € N, A" = PD"P~! et expliciter A™.

4. On considere trois suites (an)neN, (bn)nen €t (¢n)nen telles que

Opt1 = Ap — 2by + 2¢y apg =2
VneN, bni1 = —Gn + Ccn et bo =
Cnt+1 = Qp — by + 2¢y, cop=—2
Qn
On introduit la matrice X,, = by,
Cn

(a) Vérifier que V n € N, X,,11 = AX,, et montrer que, pour tout n € N, X,, = A" X,

(b) En déduire une expression des suites (an)nen, (bn)nen €t (¢n)nen en fonction de n.

Exercice 27
On considere trois suites (an)nen, (bn)nen €t (¢p)nen définies par:

Gn+1 = day, — db, + 2¢y, apg=1
VneN, bnt1 = —an + 7y, — 4dcyp et bo =
Cn+1 = 2ay, — Dby + 5cpy cp =3
1 1 1
an 1
On introduit les matrices X,, = by, et P = 1 % -1
Cn 1 - 1
4

1. Déterminer une matrice A telle que X,,11 = AX,, et montrer que Vn € N, X,, = A" Xj.
2. Montrer que P est inversible et calculer P!,

3. On pose D = P~1AP. Calculer D. En déduire D™.

4. Montrer que Vn € N, D" = P~1A"P,

5. En déduire les coefficients de A™ puis l'expression des suites (ap)nen, (bn)nen €t (¢n)nen en
fonction de n.



